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As 简介 


本 书 系统 介绍 传染 病 动力 学 的 建 模 思 想 ,典型 研究 方法 和 主要 研究 成 
果 , 主 要 内 容 涉 及 一 些 经 典 的 传染 病 动力 学 模型 和 考 虐 免疫、 隔离, 生理 结 
构 .年 龄 和 病程 .时 清 , 种 群 迁 移 、 环 境 污染 等 因素 的 传染 病 模型 的 建立 和 分 
析 过 程 ,也 介绍 了 HIVAIDS 和 SARS 等 恶性 传 来 病 的 研究 结果 , 本 书 内 容 
丰富 .方法 实用 ,理论 分 析 和 数值 模拟 相 结合 ,反映 了 当前 国内 外 传染 病 动 
力学 研究 的 动向 与 作者 们 的 研究 成 果 ,本 书写 作 由 浅 到 深 , 既 能 使 _ 般 读者 
尽快 地 了 解 和 掌握 传染 策动 力学 的 方法 ,又 能 将 有 一 定 基础 的 读者 带 到 传 
染病 动力 学 模型 研究 的 前 沿 , 

本 书 可 供 从 事理 论 流行 病 学 研究 ,传染 病 防 制 及 应 用 数学 工作 者 阅读 ， 
也 可 供 有 关 方 向 的 研究 生 和 从 事 相关 研究 工作 的 人 员 学 习 , 湖 考 , 其 中 部 分 
内 容 也 可 作为 有 关 专 业 高 年 级 本 科 生 的 选修 教材 ， 
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《现代 数学 基础 从 书 ) 序 


对 于 数学 研究 与 培养 青年 数学 人 才 而 言 ,书籍 与 期 刊 起 着 特殊 重要 的 作用 ， 
许多 成 就 卓越 的 数学 家 在 青年 时 代 都 曾 钻研 或 参考 过 一 些 优秀 书籍 ,从 中 汲取 
营养 ,获得 教 益 ， 

加 世纪 70 年 代 后 期 ,我 国 的 数学 研究 与 数学 书刊 的 出 版 由 于 文化 大 革命 
的 浩劫 已 经 破坏 与 中 断 了 十 余年 ,而 在 这 期 间 国 际 上 数学 研究 却 在 迅猛 地 发 展 
着 ,1978 年 以 后 ,我 国 青年 学 子 重新 获得 了 学 习 、 钻 研 与 深造 的 机 会 ,当时 他 们 
的 参考 书籍 大 多 还 是 50 年 代 甚至 更 早期 的 著述 , 据 此 ,科学 出 版 社 陆 续 推出 了 
多 套数 学 丛书 ,其 中 《纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 》 从 书 与 (现代 数学 基础 丛书》 更 
为 突出 ,前 者 出 版 约 40 JAA 80 卷 ,它们 质量 甚 高 ,影响 颇 大 ,对 我 国 数 
学 研究 交流 与 人 才 培 养 发 挥 了 显著 效用 ， 

《现代 数学 基础 丛书 》 的 宗旨 是 面向 大 学 数学 专业 的 高 年 级 学 生 \ 研 究 生 以 
及 青年 学 者 ,针对 一 些 重要 的 数学 领域 与 研究 方向 , 作 较 系 统 的 介绍 , 既 注意 该 
领域 的 基础 知识 ,又 反映 其 新 发 展 ,力求 深入 浅 出 ,简明 扼要 ,注重 创新 ， 

近年 来 ,数学 在 各 门 科学 高 新 技术 ,经济 ,管理 等 方面 取得 了 更 加 广泛 与 深 
入 的 应 用 ,还 形成 了 一 些 交 叉 学 科 ,我 们 希望 这 套 从 书 的 内 容 由 基础 数学 拓展 到 
应 用 数学 \ 计 算数 学 以 及 数学 交叉 学 科 的 各 个 领域 ， 

这 套 从 书 得 到 了 许多 数学 家 长 期 的 大 力 支 持 ,编辑 人 员 也 为 其 付出 了 艰辛 
的 劳动 , 它 获得 了 广大 读者 的 喜爱 ,我 们 诚 丽 地 希望 大 家 更 加 关心 与 支持 它 的 发 
RE ,使 它 越 办 越 好 ,为 我 国 数学 研究 与 教育 水 平 的 进一步 提高 作出 贡献 ， 


杨 乐 
2003 年 8 月 


lk 


前 


传染 病 的 防 制 是 关系 到 人 类 健康 和 国计民生 的 重大 问题 ,对 疾病 流行 规律 
的 定量 研究 是 防 制 工作 的 重要 依据 ,传染 病 动 力学 就 是 根据 疾病 发 生 ,发 展 及 环 
境 变化 等 情况 ,建立 能 反映 其 变化 规律 的 数学 模型 ,通过 模型 动力 学 性 态 的 研究 
来 显示 疾病 的 发 展 过 程 ,预测 其 流行 规律 和 发 展 趋势 ,分 析 疾 病 流行 的 原因 和 关 
键 因 素 ,寻求 对 其 进行 预防 和 控制 的 最 优 策略 ,为 人 们 防 制 决策 提供 理论 基础 和 
数量 依据 ,与 生物 统计 学 相 比 ,传染 病 动 力学 更 着 眼 于 疾病 传播 内 在 规律 的 描述 
和 研究 ,更 有 利于 疾病 发 展 趋势 的 预测 和 最 优 控 制 策略 的 研究 ,传染 病 动 力学 与 
生物 统计 学 的 密切 结合 ,模型 的 定性 分 析 ,数值 计算 和 计算 机 模拟 等 方法 的 配合 
使 用 ,有 助 于 更 加 有 效 ,准确 ,全 面 ` 迅 速 和 经 济 地 给 出 某 地 区 疾病 流行 的 数量 规 
律 ， 

西安 交通 大 学 生物 数学 研究 组 ,1995 年 以 来 ,在 对 数学 生态 学 进行 长 期 研 
究 的 基础 上 ,全力 转 入 了 传染 病 动力 学 的 数学 建 模 与 研究 ,先后 承担 了 三 个 关于 
传染 病 动力 学 的 国家 自然 科学 基金 项 目 和 一 个 关于 艾滋 病 的 国家 “十 五 "攻关 项 
目 ,本 书 是 9 年 来 作者 学 习 和 研究 工作 的 结晶 ， 

本 书 偏重 于 对 模型 的 定性 分 析 ,全 书 共 分 6 章 ,第 1.2 章 讲解 传染 病 动力 学 
的 基本 知识 , 建 模 思 想 和 对 发 展 方向 的 概述 ,为 初学 读者 进入 专题 学 习 莫 定 基 
础 ,后 面 4 章 分 别 就 常 微分 方程 模型 ,时 湾 微 分 方程 模型 ,脉冲 微分 方程 模型 和 
年 龄 结构 模型 作 比 较 系 统 ,深入 的 专题 介绍 ， 

本 书 希 望 能 将 对 传染 病 动力 学 有 兴趣 的 读者 从 初学 引入 到 科研 前 沿 , 书 中 
综合 了 作者 收集 到 的 国内 外 有 关 研 究 资料 和 本 研究 组 近 几 年 的 研究 成 果 , 基 本 
内 容 力求 写 得 BRER 通俗 易 习 ,同时 也 为 进一步 研究 的 需要 向 读者 介绍 一 些 
比较 深入 的 内 容 ,展示 科研 前 沿 ,在 讲解 上 ,力求 准确 地 阐述 基本 概念 ,突出 建 模 
思想 ,通过 模型 和 研究 结果 的 系统 整理 ,介绍 一 些 常用 的 和 新 发 展 的 数学 方法 ， 
尽力 描述 概念 和 方法 的 实质 ,注意 解释 研究 结果 的 生物 学 含义 和 应 用 价值 AB 
可 供 有 关 方 向 的 研究 生 学 习 ,也 可 供 有 关 从 事 科 学 研究 工作 的 人 员 参 考 ,其 中 
1,2 章 和 后 4 章 的 部 分 内 容 也 可 作为 有 关 专 业 本 科 生 高 年 级 的 选修 教材 ， 

本 书 在 统一 筹划 的 基础 上 ,分 工 撰写 ,第 1,2 两 章 由 马 知 恩 撰写 :第 3,5 两 
章 由 新 祯 撰写 .第 4 章 由 王 稳 地 撰写 :第 6 章 由 周 义 仓 撰写 ， 

本 书 的 出 版 得 到 中 国 科学 院 科学 出 版 基金 委员 会 学 科 评 审 组 专家 们 的 认同 
和 基金 的 资助 ALR BA ,作者 们 还 衷心 地 感谢 李 大 洪 院士 , 姜 礼 尚 教授 等 


tive 前 言 


对 本 书 撰写 和 出 版 的 关心 ED Se E :感谢 吕 虹 编审 对 本 书 从 策划 到 编辑 加 工 
的 热心 支持 和 辛勤 劳动 :也 感谢 李 建 全 副教授 为 本 书 3,2 节 所 撰写 的 部 分 初稿 ， 

限于 作者 水 平 , 书 中 难免 有 错误 和 不 要 之 处 ,所 引用 的 结果 和 文献 也 会 有 所 
遗漏 , 奶 望 得 到 广大 读者 的 批评 指正 ， 


作 者 
2004 年 7 月 
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第 1 章 传染 病 动力 学 的 基本 知识 a 1 
$11 传染 病 动力 学 建 模 的 基本 思想 UM 
1.1,1 SOLDES 
L1.2 两 个 基本 的 传染 病 动力 学 模型 … 
1.1,3 传染 病 动 力学 模型 的 基本 形式 … 
$1.2 传染 病 动力 学 中 的 几 个 基本 概念 
1.2.1 有 效 接触 率 与 疾病 的 发 生 率 
12.2 基本 再 生 数 与 有 效 接 触 数 … 
1.2.3 修正 接触 数 与 净 增 长 阔 值 
1.2.4 平均 寿命 与 平均 染病 年 龄 … 
1.2.5 流行 周期 
$1.3 传染 病 数学 建 模 的 目的 与 作用 及 应 注意 的 问题 - 
参考 文献 


$2.1 有 具有 时 河 的 传染 病 动力 学 模型 -… 
2.1.1 建 模 思 想 
2.1.2 模型 举例 
2.1.3. 模型 研究 的 基本 方法 … 
$2.2 具有 年 龄 结构 的 传染 病 模 型 … 
2.2.1 具有 年 龄 结构 种 群 模型 的 基本 知识 
2.2.2 具有 年 龄 结构 的 传染 病 模型 
$2.3 在 多 群体 中 传播 的 传染 病 模 型 … 
2.3.1 疾病 在 多 个 染病 者 群体 传播 的 SDIA 模 型 
2.3.2 疾病 在 多 个 易 感 群体 中 传播 的 DSI 妈 模型 een 61 
2.3.3 ”疾病 在 多 个 易 感 群体 和 染病 群体 中 传播 的 DSDPIDS 模 型 
2.3.4 ”疾病 在 种 群 之 间 传播 的 
$2.4 dk 自治 传染 病 动力 学 模型 … 
$2.5 具有 脉冲 的 传染 病 模 型 … 
2.5.1 脉冲 微分 方程 的 基本 概念 
2.5.2 具有 脉冲 的 SIS 传染 病 模 型 


$2.6 具有 迁移 的 传染 病 模型 
$2.7 非典 型 肺炎 的 传播 模型 与 
2.7.1 建 模 思 想 与 参数 的 确定 
2.7.2 连续 模型 及 数值 模拟 结果 - 
2.7.3 离散 模型 及 其 初步 研究 - 


第 3 章 “” 常 微分 方程 传染 病 模型 
$3.1. 总 人 口 是 常数 的 传染 病 模型 
3.1.1. 疾病 的 发 生 率 是 双 线 性 的 SIR,SIRS 模 型 
3,1,2 具有 垂直 传染 的 SIRE eee ^ 119 
3.1.3 ”具有 双 线 性 发 生 率 传 染病 模型 的 一 般 结构 和 研究 方法 …… 121 
$3.2 ”总 人 口 非常 数 的 传染 病 动力 学 模型 
3.2.1. 具有 常数 输入 和 指数 死亡 的 SIRS 模 型 
3.2.2 具有 指数 输入 的 SISV 模型 
3.2.3 种 群 具有 Logistic 增 长 的 SIRS 模 型 … 

含 潜伏 期 的 传染 病 模型 的 全 局 稳定 性 

a 有关 数 学 理论 ， 


3.3.2 SEIR 传 染病 模型 的 全 局 稳定 性 … 
3.3.3 考虑 常数 移民 的 SEIS 模 型 的 全 局 浙 近 稳定 性 - 160 
$3.4 对 染病 者 进行 隔离 的 传染 病 模型 163 


3 
3 
3 
3 
4 
4.1 具有 隔离 项 的 SIQS 传染 病 模型 的 全 局 
.4,2 具有 隔离 项 的 SIQR 模 型 
53.5 性 传播 疾病 (STD) 模 型 - 
.5,1 STD 模 型 的 建立 
.5.2 预备 知识 
,5,3 地方 病 平衡 点 的 存在 性 和 稳定 性 
6 ”传染 病 模型 的 持续 性 
3.6.1 疾病 的 发 生 率 为 C(N)SI/N 的 SIRS 模 型 的 持续 性 - 
3.6.2 3k 自治 传染 病 模型 的 一 致 持续 性 
7 传染 病 模 型 的 分 支 enn 
3.7.1 一 类 具有 预防 接种 的 SISV 传染 病 模 型 后 向 分 支 
3.7.2 一 类 SIRS 传染 病 模型 的 稳定 性 分 析 nennen 
3.7.3 SIRS 传染 病 模型 的 Hopf 分 支 及 Bogdanov T akens 分 支 
参考 文献 
第 4 章 带 时 灌 的 传染 病 模 型 


Hox + vii 


第 5 章 具有 脉冲 效应 的 传染 病 模型 


84.1 种 群 规模 不 变 的 传染 病 模型 
4.11 不 考虑 出 生 与 死亡 的 SIS 和 SEIS 模 型 
4.1.2 出 生 率 与 死亡 率 相等 的 SEIRS 模 型 
$4.2. 种 群 规模 变动 的 传染 病 模型 …- 
4.2.1 具有 因 病 死亡 率 的 SIS 模 型 - 
4.2.2 具有 因 病 死亡 率 和 一 般 种 群 动力 方程 的 传染 病 模型 
54.3 带 时 汪 的 肺结核 模型 ……… 
4 含 隔离 时 滞 的 传染 病 模型 ， 
5 依靠 媒介 传染 的 SIR 模 型 
5.1 局 部 稳定 性 … 
4.5.2 全 局 稳定 性 … 
6 
6 
6 


依靠 媒介 传染 的 SIRS 模 型 - 
6.1 模型 的 建立 M 
4.6.2. 模型 的 稳定 性 分 析 
84.7 循环 结构 模型 的 稳定 性 
4.7.1 经 典 的 SIRS 模 型 … 
4.7.2 种 群 规模 变动 的 SIRS 模 型 - 
$4.8 ”HIV 感染 
8.1 不 含 治 疗 的 HIV 感染 模型 
4.8.2 有 药物 治疗 的 HIV 模型 
8 
9 


.3 感染 细胞 与 健康 细胞 的 相互 作用 模型 
TÉ 菌 体 传染 模型 
$4.10 具有 种 群发 育 时 汪 的 SIS 模型 
54.11 疾病 在 食 饵 中 传播 的 捕食 与 被 捕食 模型 … 
$4.12. 一 类 SIS 模 型 的 后 向 分 枝 - 
4.12.1 模型 的 建立 … 
4.12.2 平衡 点 的 性 态 
$4.13 ”四 类 特征 方程 的 稳定 
4.13,1 第 一 类 特征 方程 
4.13.2 第 二 类 方程 的 稳定 1 


85.1 具有 脉冲 预防 接种 的 SIR 模 型 - 
5.1.1 有 因 病 死亡 的 SIR 脉 冲 预防 接种 模型 
5.1.2. 无 因 炳 死亡 的 SIR 传染 病 模型 预防 接种 策略 … 


+ viii - 
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$5.2 具有 脉冲 预防 接种 的 SIRS 传 染病 模型 
5.2.1 具有 连续 预防 接种 且 传染 率 是 标准 型 的 SIRS 模 型 … 


5.2.2. 具有 脉冲 预防 楼 种 且 传染 率 是 标准 型 的 SIRS 模 型 ……… 312 
$5.3 具有 预防 接种 者 类 的 SIS 模型 317 
5.3.1 连续 预防 楼 种 SIS 模型 的 建立 及 有 关 结 论 … 317 
5.3.2. 脉冲 预防 接种 SIS 模 型 及 无 病 周期 解 存在 性 7 318 
5.3.8 无 病 周 期 解 的 稳定 性 Me esses etre 319 
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$1.1 传染 病 动 力学 建 模 的 基本 思想 
Lil 研究 传染 病 的 重要 意义 


传染 病历 来 就 是 危害 人 类 健康 的 大 敌 ,历史 上 传染 病 一 次 又 一 次 的 流行 给 
人 类 生存 和 国计民生 带 来 了 巨大 的 灾难 , 早 在 公元 2 iS, Antonine MRE PS 
帝国 的 流行 ,引起 了 人 口 的 急剧 下 降 和 经 济 恶化 ,使 入 侵 者 乘虚 而 入 SHTA 
马 帝 国 的 崩溃 中 ,公元 1519 —1530 间 麻 疹 等 传染 病 的 流行 ,使 MExico 的 印第安 
人 从 3000 万 下 降 到 300 万 ,使 人 闻 之 色 变 的 黑 死 病 (淋巴 腺 鼠疫 ) 曾 四 次 在 欧洲 
大 规模 流行 :第 一 次 是 公元 600 年 ,使 欧洲 约 一 半 的 人 RAE ,死亡 率 最 高 时 达 
每 天 一 万 多 人 ,第 二 次 爆发 于 公元 1346 一 1350 年 间 ,导致 了 欧洲 1/3 HAO 
死亡 :第 三 次 发 生 于 1665 一 1666 年 间 ,使 伦敦 有 16 的 人 口 死亡 :最 后 一 次 是 在 
1720 —1722 年 间 ,使 法 国 Marseilles 的 一 半 人 L1, Toulon 附近 60 % 的 人 C1, Arles 
44% , Aix 和 Arignon 30% 的 人 口 死亡 0 , 

长 期 以 来 ,人 类 与 各 种 传染 病 进行 了 不 届 不 挠 的 斗争 ,回顾 斗争 历程 ,应 该 
说 29 世纪 是 人 类 征服 传染 病 取 得 最 辉煌 成 果 的 时 期 :肆虐 了 近 千 年 的 的 天 花 终 
于 被 消灭 了 :麻风 病 ,次 髓 灰质 炎 被 彻底 消灭 的 日 子 也 为 期 不 远 了 ; 白喉, 麻疹 、 
百日咳 , 破 伤风 等 病 已 在 许多 国家 得 到 遏制 ;多 种 抗生素 的 问世 ,使 一 度 给 人 类 
造成 巨大 灾难 的 " 凉 疫 " 不 再 危害 人 间 ,然而 ,人 类 要 征服 传染 病 ,道路 依然 曲折 
漫长 ,世界 卫生 组 织 (WHO) 发 表 的 世界 卫生 报告 表明 ,传染 病 依然 是 人 类 的 第 
一 杀手 , 目前 全 球 60 亿 人 口中 约 有 半数 受到 各 种 不 同 传染 病 的 威胁 , 以 1995 年 
为 例 ,全 世界 死亡 共 5200 万 人 ,其 中 1700 万 人 丧生 于 各 种 传染 病 :急性 呼吸 道 
感染 每 年 造成 400 万 儿童 死亡 Ea ,痢疾 等 腹泻 病 每 年 导致 300 万 人 死亡 91， 
WHO1993 一 1996 年 的 报告 称 每 年 全 世界 估计 有 40% 的 人 有 可 能 传染 上 症 疾 ， 
在 每 年 3 亿 ~5 亿 的 症 疾病 人 中 ,有 150 万 一 270 HEBERT , 

1990 年 苏联 发 生 白喉 流行 ,波及 东欧 15 个 国家 ,病例 超过 10 万 人 ;各 种 类 
型 的 肝炎 在 不 少 国家 广泛 流行 ,性病 患者 显著 上 升 :人 类 新 的 致命 杀手 一 一 艾滋 
病 (AIDS) 来 势 凶 狐 ,联合 国 艾滋 病 规 划 署 (UNAIDS) 和 世界 卫生 组 织 最 新 报告 
显示 ,截至 2000 年 底 ,全 球 票 计 感 染 免疫 缺陷 (HIV) 病 毒 的 总 人 数 已 达 5790 万 
人 ,涉及 193 个 国家 和 地 区 ,其 中 累计 已 死亡 于 AIDS 病 的 人 数 为 2180 万 , 且 
90% 以 上 发 生 在 发 展 中 国家 ,每 天 有 近 16000 名 新 感染 者 ,该 两 组 织 估计 , 若 不 
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采取 紧急 有 效 措施 ,到 2101 年 非洲 人 的 平均 寿命 将 因 艾 滋 病 而 下 降 30 岁 ,艾滋 
病 将 导致 非洲 撒哈拉 沙漠 以 南 的 地 区 一 半 的 人 口 死 亡 51 , 

中 华人 民 共 和 国 成 立 以 后 ,我 国 传染 病 的 防 制 一 直 受到 各 组 政府 和 研究 部 
门 的 高 度 重视 ,采取 了 一 系列 的 宣传 教育 和 防 制 措施 ,在 控制 和 逐步 消灭 某 些 传 
染病 方面 取得 了 辉煌 的 成 绩 ,然而 , 随 着 国际 贸易 和 交往 的 发 展 ,生态 环境 的 变 
化 以 及 病原 体 和 传播 媒介 抗 药 性 的 增强 ,原来 已 灭绝 或 被 控制 的 许多 传染 病 ,如 
性 病 ,结核 病 等 再 次 抬头 并 且 不 断 莹 延 , 一 些 新 近 出 现 的 传染 病 也 来 势 凶 猛 , 例 
如 ,我 国 1985 年 首次 发 现 艾滋 病 ,1993 年 以 后 ,HIV 感染 率 高 速 增长 ,到 2000 
年 底 全 国 31 个 省 ,市 和 直辖 市 共 报告 HIV 病毒 感染 人 数 达 22 517 WO) BRS 
家 估计 ,实际 感染 人 数 已 达 60 万 , 若 无 有 效 控制 手段 ,预计 2010 年 将 达 1000 
万 ,我 国 每 年 将 为 此 付出 4600 亿 一 7700 亿 元 人 民 币 的 代价 I9 中 科 院 艾滋 病 研 
究 专家 呼吁 ;假如 不 迅速 采取 措施 ,中国 将 成 为 世界 上 艾滋 病 感染 人 数 最 多 的 
国家 之 一 ,艾滋 病 的 流行 将 会 成 为 国家 灾难 " ,历史 和 现实 都 告 诚 人 们 :人 类 正面 
临 着 传染 病 长 期 而 严峻 的 威胁 ,对 传染 病 发 病 机 理 ,传染 规律 和 防治 策略 研究 的 
重要 性 日 益 突出 , 且 已 成 为 当今 世界 需要 人 迫切 解决 的 一 个 重大 问题 ， 

目前 ,对 传染 病 的 研究 方法 主要 有 四 种 :描述 性 研究 ,分 析 性 研究 ,实验 性 研 
究 和 理论 性 研究 ,传染 病 动力 学 是 对 传染 病 进 行 理论 性 定量 研究 的 一 种 重要 方 
法 , 它 是 根据 种 群生 长 的 特性 ,疾病 的 发 生 及 在 种 群 内 的 传播 ,发 展 规律 ,以 及 与 
之 有 关 的 社会 等 因素 ,建立 能 反映 传染 病 动力 学 特性 的 数学 模型 ,通过 对 模型 动 
力学 性 态 的 定性 ,定量 分 析 和 数值 模拟 ,来 显示 疾病 的 发 展 过 程 ,揭示 其 流行 规 
律 ,预测 其 变化 发 展 趋势 ,分 析 疾 病 流行 的 原因 和 关键 因素 ,寻求 对 其 预防 和 控 
制 的 最 优 策略 ,为 人 们 防 制 决策 提供 理论 基础 和 数量 依据 ,与 传统 的 统计 方法 相 
比 ,动力 学 方法 能 更 好 地 从 疾病 的 传播 机 理 方面 来 反映 流行 规律 ,能 使 人 们 TAN 
流行 过 程 中 的 一 些 全 局 性 态 ,传染 病 动力 学 与 生物 统计 学 以 及 计算 机 仿真 等 方 
法 相互 结合 , 相 辅 相 承 ,能 使 人 们 对 传染 病 流行 规律 的 认识 更 加 深入 全 面 ,能 
所 建立 的 理论 与 防 制 策 略 更 加 可 靠 和 符合 实际 ， 

RR S E 1760 年 D. Bemoulli 就 曾 用 数学 研究 过 天 花 的 传播 中 ,但 确定 性 
传染 病 模型 的 研究 应 该 说 始 于 20 世纪 ,1906 年 Hamer 为 了 理解 麻疹 的 反复 流 
ff ,构造 并 分 析 了 一 个 离散 时 间 模 型 (31 ,1911 年 公共 卫生 医生 Ross 博士 利用 微 
分 方程 模型 对 症 疾 在 蚊子 与 人 群 之 间 传播 的 动态 行为 进行 了 研究 /1 ,其 结果 表 
明 ,如 果 将 蚊虫 的 数量 减少 到 一 个 临界 值 以 下 ,那么 症 疾 的 流行 将 会 得 以 控制 ， 
Ross 的 这 项 研究 使 他 第 二 次 获得 了 Nobel 医学 奖 , 1926 年 Kermak 与 
McKendrick 为 了 研究 1665 —1666 年 黑 死 病 在 伦敦 的 流行 规律 以 及 1906 FA 
疫 在 孟买 的 流行 规律 ,构造 了 著名 的 SIR 仓 室 模型 (9 , 继 后 ,又 在 1932 年 提出 
T SIS 仓 室 模型 U1 ,并 在 分 析 所 建立 模型 的 基础 上 ,提出 了 区 分 疾病 流行 与 否 
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AEG” 2 e zh 29 RAAE TE ,传染 病 动力 学 的 建 模 与 研究 
于 20 世纪 中 叶 开 始 莲 过 地 发 展 ,作为 标志 性 的 著作 是 Bailey 于 1957 年 出 版 、 
1975 年 第 二 版 的 专著 [3] ， 

近 29 年 来 ,国际 上 传染 病 动力 学 的 研究 进展 迅速 ,大 量 的 数学 模型 被 用 于 
分 析 各 种 各 样 的 传染 病 问题 ,这 些 数学 模型 大 多 是 适用 于 各 种 传染 病 的 一 般 规 
律 的 研究 ,也 有 部 分 是 针对 诸如 麻疹 , 症 疾 ,肺结核 ,性 病 ,艾滋 病 等 诸多 具体 的 
BO ,从 传染 病 的 传播 机 理 来 看 ,这 些 模型 涉及 楼 触 传播 .垂直 传播 , 虫 媒 传播 等 
不 同感 染 方式 ,是 否 考虑 疾 病 的 潜伏 期 ,对 病人 的 隔离 , 因 病 或 因 搂 种 而 获得 的 
免疫 力 UR RHE PE A ,是 否 可 以 忽略 因 炳 死亡 率 ,不 同 种 群 之 间 的 交叉 
感染 ,种 群 自身 不 同 的 增长 规律 ,以 及 种 群 的 年 龄 结构 ,在 空间 迁移 或 扩散 等 因 
素 ,从 模型 的 数学 结构 来 看 , 绝 大 多 数 传染 病 模 型 是 常 微 分 方程 组 ,具有 年 龄 结 
构 的 模型 是 一 阶 偏 微分 方程 组 ,具有 扩散 项 的 模型 是 二 阶 偏 微分 方程 组 ,具有 时 
滞 因 素 的 是 时 滞 微 分 积分 方程 组 或 微分 方程 组 ,传染 病 防 制 优化 模型 是 满足 一 
些 方程 组 的 泛 函 极 值 问题 ,对 于 不 同 疾病 与 不 同 种 群 和 环境 ,根据 出 生 ,死亡 , 传 
d . 患 病 ,治愈 等 规律 的 不 同 ,又 可 将 模型 分 为 线性 , 非 线 性 ,自治 , 非 自治 等 类 
型 ,而 且 同 一 类 模型 的 具体 形式 也 会 有 所 不 同 .对 这 些 模型 的 理论 研究 主要 集中 
在 解 的 适 定 性 ,疾病 的 持续 生存 ,平衡 位 置 特别 是 导致 地 方 病 的 平衡 位 置 和 周期 
解 的 存在 性 和 稳定 性 ,再 生 数 以 及 分 歧 点 的 寻找 等 动力 学 性 态 ， 

早期 的 传染 病 模型 大 多 假设 种 群 总 数 为 常数 ,这 种 假设 仅 当 时 间 较 短 ,环境 
封闭 ,生育 率 与 自然 死亡 率 能 够 相互 平衡 , 且 因 病死 亡 率 不 大 而 可 以 忽略 不 计时 
成 立 , 近 期 所 研究 的 模型 更 加 向 实际 靠拢 ,大 致 有 三 个 发 展 方向 :模型 所 涉及 的 
因素 增多 ,例如 考虑 时 湾 因 素 .年龄 结构 ,隔离 影响 ,变动 人 口 等 :模型 维 数 上 的 
增高 ,考虑 疾病 在 多 个 群体 中 的 传播 和 交叉 感染 ,结合 某 些 具体 的 传染 病 进 行 更 
为 细致 深入 的 研究 , 由 于 模型 更 接近 实际 ,从 而 变 得 更 为 复杂 ,理论 研究 也 不 断 
面临 一 些 新 的 困难 ,在 研究 方法 上 除 一 些 经 典 方法 外 ,分歧 ,混沌 普 适 开 拆 等 动 
力 系 统 方法 , 度 理 论 . 算 子 半 群 理论 以 及 一 些 非 线性 分 析 的 方法 也 被 相继 引入 ， 
计算 机 模拟 在 国外 也 已 经 普遍 地 使 用 ， 

本 章 旨 在 结合 一 些 简单 的 基本 模型 介绍 建立 传染 病 模型 的 基本 思想 方法 ， 
阐述 一 些 常用 的 基本 概念 和 研究 的 主要 问题 , 

1.1.2. 两 个 基本 的 传染 病 动 力学 模型 

在 传染 病 动 力学 中 ,长 期 以 来 主要 使 用 的 数学 模型 是 所 谓 的 “ 仓 室 " 
(compartment ) 模 型 , 它 的 基本 思想 由 Kermack 与 McKendrick 创立 于 1927 年 ， 


但 一 直到 现在 仍然 被 广泛 的 使 用 和 不 断 地 发 展 着 ,下 面 我 们 以 他 们 提出 的 两 个 
经 典 的 基本 模型 为 例 ,来 阐述 建立 仓 室 模型 的 基本 思想 和 有 关 基 本 概念 ,并 显示 
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由 模型 所 能 得 到 的 主要 结论 ， 

Kermack:M cKendri ck 的 SIR & 室 模型 ”所 谓 SIR 仓 室 模 型 就 是 针对 某 关 
传染 病 将 该 地 区 的 人 群 中 分 成 以 下 三 类 ( 即 三 个 仓 室 )， 

易 感 者 (susceptibles) 类 ”其 数量 记 为 S(t) ,表示 了 上 时 刻 未 染病 但 有 可 能 
该 类 疾病 传染 的 人 数 ， 

染病 者 (infectives) 类 ”其 数量 记 为 I(t) ,表示 t 时 刻 已 被 感染 成 病人 而 且 
具有 传染 力 的 人 数 ， 

移出 者 (removed) 类 ”其 数量 记 为 R(t) ,表示 上 时 刻 已 从 染病 者 类 移出 的 
人 数 ， 

RAA OHNO) WANG) 7 S(t)+I(t)+ RG). KM 的 SIR 模 型 是 
—^-F A8 SE OH , 它 的 建立 基于 以 下 三 个 基本 假设 ， 

COD 不 考虑 人 口 的 出 生死 亡 流动 等 种 群 动力 因素 ,这 意味 着 考虑 一 个 封 
闭环 境 而 且 假 定 疾病 随时 间 的 变化 要 比 出 生 死亡 随时 间 变化 显著 得 多 ,从 而 后 
者 可 以 忽略 不 计 , 这 样 ,此 环境 的 总 人 口 始终 保持 为 一 个 常数 BING) SK ,或 

SG) +) c RG)—K 

(2 一 个 病人 一 且 与 易 感 者 接触 就 必然 具有 一 定 的 传染 力 , 这 里 假设 上 时 
刻 单位 时 间 内 ,一 个 病人 能 传染 的 易 感 者 数 目 与 此 环境 内 易 感 者 总 数 S(t) 成 
正比 ,比例 系数 为 B 从 而 在 + 时 刻 单位 时 间 内 被 所 有 病人 传染 的 人 数 ( 即 新 病人 
数 ) 为 BODICE). 

(3) t 时 刻 ,单位 时 间 内 从 染病 者 类 移出 的 人 数 与 病人 数量 成 正比 ,比例 系 
数 为 7, 从 而 单位 时 间 内 移出 者 的 数量 为 A) ,显然 ,Y 是 单位 时 间 内 移出 者 在 
病人 中 所 占 的 比例 , 称 为 移出 率 系 数 , 当 不 致 混淆 时 也 简称 为 移 HBO, 当 移出 

在 以 上 三 个 基本 假设 下 , 易 感 者 从 患 病 到 移出 的 过 程 可 用 下 述 框图 描述 , 


C$ dus Le CR 


对 每 一 个 仓 室 的 人 口 变化 率 建立 平衡 方程 式 , 便 得 到 以 下 模型 ， 


a Bl- (1.1.1) 


四 为 叙述 方便 ,本 书 以 人 群 来 阐述 有 关 概 念 和 模型 ,相关 的 结论 对 其 它 生物 种 群 同样 适 


用 
图 读 者 应 注意 它 与 关于 时 间 的 变化 率 的 区 别 . 
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下 面 ,我 们 通过 对 模型 (1.1,1 的 分 析 和 解 的 渐 近 性 态 研究 来 初步 显示 动力 
学 模型 对 认识 传染 病 流 行规 律 所 起 的 作用 ， 
将 (1,1.1D 中 三 个 方程 两 端 分 别 相 加 ,得 


dS+I+R)_ 0 
dé , 
从 而 

SG) + 1(t)+ RG) = K( 常 数 ), 
BT .1.0 中 前 两 个 方程 中 不 含 R , 故 实际 上 我 们 只 需 先 讨论 前 两 个 方程 , 


ds 


a Cm (1.1.2) 
di _ UU 
r= MCAS - 7) 
由 于 IS co sc) 单调 递减 且 有 下 界 (为 0, 故 极限 
limS(t) = S. 
存在 ,由 (1,1, 罗 有 
d =-1+8, e$ (1.1.3) 


可 见 , 当 S = p 时 ,I 达 到 极 大 值 , 从 而 不 难 在 相 平面 (S,D 上 画 出 系统 (1,1, 分 
的 轨 线 分 布 图 ,如 图 1,1 所 示 ,方程 (1.1.3) 的 所 有 平 
衡 点 都 在 SHE ,而 且 工 = 0 为 系统 (1,1. 的 一 条 奇 
线 ,由 图 1,1 可 见 ,当初 始 时 刻 易 感 者 数量 S(0) = S 


> p 时 , 随 着 时 间 增 长 ,染病 者 数量 [(t) 将 先 增加 达 [个 
到 最 大 信 LC) ,然后 再 逐渐 减少 而 最 终 消亡 ,这 一 现 Low 


ARH RES > p, 即 S68 少 > 1 ,疾病 就 会 流行 ，” P xs 
令 图 1.1 
S, 
Ry = 39 = 2, (1.1.4) 


MSR > 1 时 ,疾病 流行 ; 当 Ry < 1 时 ,疾病 不 会 流行 ,染病 者 数量 I(t) 将 单 
调 下 降 而 趋向 于 零 .R。= 1 是 区 分 疾病 流行 与 否 的 阔 值 

应 当 指出 ,(1.1.4 中 的 二 表示 平均 移出 时 间 , 也 就 是 平均 患 病 期 ,事实 上 ， 
由 移出 率 系数 y 的 定义 可 见 ,车 病人 数量 为 n, 则 单位 时 间 内 移出 者 的 数 目 为 
EH ERE A equ H. 

要 防止 疾病 流行 ,必须 减少 Ry 使 它 小 于 L 由 表达 式 (1.1.4) 可 知 , 这 可 以 
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通过 加 强 治疗 以 缩短 染病 期 或 采取 杀菌 等 措施 以 减少 疾病 的 传染 力 B, 或 通 
过 隔离 措施 以 减少 与 患 病 者 可 能 楼 触 的 人 数 即 这 里 的 易 感 者 数 So 来 实现 ,更 为 
有 效 的 方法 是 通过 疫苗 楼 种 以 使 易 感 者 成 为 免疫 者 而 喜 楼 进入 移出 者 类 R ,从 
而 减少 初始 时 刻 易 感 者 的 数量 S, . 设 入 群 中 通过 楼 种 免疫 成 功 的 比例 为 p (0 之 
p x 1),J So 就 变 成 了 (1 一 p)So ,从 而 Re 变 小 为 
Ry = PLU - p)So. 

ZR R, < 1 , 即 要 求 
h-1-4. 
8* So Ro 
由 (1.1.5) 式 可 知 ,， Ry 越 大 ,为 防止 疾病 流行 所 需 楼 种 的 人 口 比例 p 就 越 高 ， 

由 此 可 见 ,对 Re 值 的 估计 是 十 分 重要 的 , 由 (1,1.4) 式 可 见 ,要 估计 Re 的 
(E ,难点 在 于 估计 B 因 为 不 仅 取 决 于 疾病 的 种 类 ,而 且 还 依赖 于 人 群 所 处 的 
社会 环境 和 病人 的 活动 情况 ,下面 介绍 一 种 对 Re 的 近似 估计 法 ， 

求解 方程 (1,1,3), 它 过 初 信 (So To) 的 解 为 


I-l =- (S-S) + ping, (1.1.6) 
o 
BFH t+ off 11) >0,8(t)> 8, ,代入 (1.1.6) 式 并 注意 到 So + I, = 


K ,得 


p»l- (1.1.5) 


K - Se + pin = 0. (1.1.7) 
i 


用 数学 分 析 的 方法 容易 验证 方程 (1,1,7) 有 且 仅 有 惟一 的 正 实 根 S。, 并 可 解 得 


y | _K-S. 
Bp ?TT hs -nS (1.1.8) 


So 5 So 是 可 以 测定 的 ,例如 可 以 通过 血清 检查 测定 ,从 而 可 根据 (1,1.8) 式 确 


定 p 的 值 , 然 后 由 R= ^ 来 确定 Ro EWETTI BBS 后 ,也 可 由 (1.1.8) 


式 估 算出 B, 

例如 (| 13]) ,1666 年 英格兰 Sheffield 附近 的 Eyam 村 庄 突然 遭受 淋巴 腺 鼠 
疫 的 侵袭 ,350 A PRA 83 A SE STORE ,根据 保存 的 详细 资料 ,从 1666 年 5 月 中 
旬 到 10 月 中 旬 为 第 一 次 流行 期 ,最 初 染病 人 数 为 7 人 , 易 感 者 人 数 为 254 人 ,最 
后 剩 下 83 AO, BE (1.1.8) 中 ,So = 254,8. = 83,K = 261, 从 而 p= 153, 


四 这 里 将 因 病 死亡 者 归 入 了 模型 (1.1.1) 中 的 移出 者 类 R 
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Ry = 1.66. 实际 观察 可 知 JC DB RO LK tke B= Z = 0.000594(1/ 天 ) = 


9.0178(1/H ). 
(1.1.7) RETE H, So 天 0, 即 在 任何 情况 下 易 感 者 不 可 能 全 部 被 感 


染 ,而 且 如 果 R, 已 知 ((1.1 .2 将 介绍 Ru 的 其 它 估计 方法 ), 则 由 于 p = RU 


由 (1,1.7) ABH So ,从 而 得 知 流行 结束 时 会 有 多 少 人 患 过 病 ， 
由 于 当 S = p 时 I 最 大 ,由 (1.1.6) 式 , 令 S = p 可 得 疾病 流行 高 峰 时 的 病 
人 数 
La fy + S ~ p + pln & = K- p(1 + Inky). 
" 


例如 ,Eyam 村 在 淋巴 腺 鼠疫 流行 高 峰 时 的 病人 数 为 
Tye = 261 - 153(1 + In1.66) 24 31(A). 
Kermack-Mckendrick 的 SIS 仓 室 模 型 一般 来 说 ,通过 病毒 传播 的 疾病 如 
流感 ,麻疹 水痘 等 康复 后 对 原 病毒 具有 和 免疫 力 ,适合 用 上 述 SIR 模型 描述 : 通 
过 细菌 传播 的 疾病 ,如 脑 炎 ,淋病 等 康复 后 不 具有 免疫 力 ,可 以 被 再 次 感染 ,1932 
年 Kermack 和 Mekendrick 针 对 这 类 疾病 提出 了 康复 者 不 具有 免疫 力 的 SIS 模 
型 ,疾病 的 传播 机 制 如 下 面 框图 所 示 ; 


yi 


3 rzi i 


这 里 假设 串 病 者 康复 后 将 重新 成 为 易 感 者 ,其 它 假设 与 SIR 模型 相同 ,此 时 模 
型 为 


(1.1.9) 
dl. 
E = PSI - yi 
利用 S+I= 开 ,可 将 方程 组 (1.1.9) 化 成 方程 式 
gd = PK-s)(o-S)， ec$ (1.1.10) 


AN , 当 p 之 KK 时 ,方程 (1,1,10) 有 惟一 的 平衡 点 S = K, 它 是 新 近 稳 定 的 , 即 
从 任 一 S。E€ (0,K] 出 发 的 解 S(t) 均 单调 增加 趋向 于 S = K ,从 而 I(t) 将 单 
调 减 小 而 趋向 于 零 ,说 明 疾病 不 会 流行 ， 

当 p<K 时 ,方程 (1.1.10) 有 两 个 正平 衡 点 :S = K,S = p.S = K 不 稳 
定 :S = p 渐 近 稳定 , 任 一 从 8, € (0,K) 出 发 的 S( 日 均 随 + 的 增 大 而 趋向 于 p, 
ATH I0) > 1 — p. 这 时 疾病 流行 且 病 人 不 会 消失 ,最 终 保 持 在 1 - p 的 数量 而 
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变 成 一 种 地 方 病 (endemic) ,这 当然 是 人 们 所 不 希望 的 ， 

因此 ,R。 = K = 工 是 区 分 疾病 流行 与 否 ,或 者 是 否 产生 地 方 病 的 阔 值 , 当 
Ro < 1 时 ,疾病 逐渐 消失 : 当 Re > 工时 ,疾病 流行 而 导致 地 方 病 产生 ， 

11.3 ”传染 病 动力 学 模型 的 基本 形式 

最 基本 的 传染 病 动力 学 模型 大 致 有 以 下 几 类 ,下 面 ,我 们 仅 用 框图 的 形式 把 
它们 列举 出来; 

1, 不 考虑 出 生 与 自然 死亡 等 种 群 动力 学 因素 ,适宜 于 描述 病程 较 短 ,从 而 
在 疾病 流行 期 间 内 ,种 群 的 出 生 和 自然 死亡 可 以 忽略 不 计 的 一 些 疾病 ， 

CL) 无 疾病 潜伏 期 

1) SI 模型 , 患 病 后 难以 治愈 


$ "b I 
2) SIS 模 型 , 患 病 后 可 以 治愈 
1 
* z 
S eb I 


3) SIR 模 型 , 患 病 治 愈 后 获得 了 终身 免疫 力 


Ss li Ij l_k 


4) SIRS 模型 ,病人 康复 后 只 有 暂时 免疫 力 ,单位 时 间 内 将 有 R 的 康复 者 
丧失 免疫 而 可 能 再 次 被 感染 ， 


êR 
S "er I ER R 


MAES ,SIRS 模 型 与 SIS 模 型 的 区 别 在 于 ,后 者 无 免疫 期 ,康复 的 病人 可 
以 立即 再 次 被 感染 ;而 前 者 有 和 暂时 的 免疫 期 ,病人 康复 后 先进 入 具有 免疫 力 的 移 
出 者 类 民 ,再 以 比例 SERRE AMER ABS ， 

(2) 有 疾病 潜伏 期 , 即 在 被 感染 后 成 为 患 病 者 I(t) 之 前 有 一 段 病菌 潜伏 


期 ,并 且 假定 在 潜伏 期 内 的 感染 者 没有 传染 力 , 记 上 时 刻 潜伏 期 的 人 数 为 下 (D， 
疾病 的 平均 洪 伏 期 为 
例如 :1D) SEIR 模 型 ,病人 康复 后 具有 永久 免疫 力 ， 
s ro E E I 7 R 


2) SEIRS 模型 ,病人 康复 后 仅 有 暂时 免疫 力 
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¥ 1 
5 


Ea = ak » 
2. 添加 种 群 动力 学 因素 
(1) 总 人 口 恒定 
即 在 疾病 流行 期 间 ,考虑 人 口 的 出 生 与 自然 死亡 等 变化 ,但 假定 出 生 率 系数 
( 即 单位 时 间 内 出 生 的 人 数 在 总 人 数 中 的 比例 ) 与 自然 死亡 率 系数 相 等 @, 且 不 
考虑 人 口 输入 和 输出 以 及 因 病 死亡 ,从 而 总 人 口 保持 为 一 常数 区, 例如 ; 
D SIR 无 垂直 传染 模型 , 即 母亲 的 疾病 不 会 先天 传染 给 新 生 儿 , 故 新 生 儿 


BK 
(O—LOB € 
as bl bR 
这 里 假设 出 生 率 系 数 与 自然 死亡 率 系 数 均 为 b,S(t) +10) + RCO =K. 


2) SIR 有 垂直 传染 且 康复 者 的 新 生 儿 不 具 免 疫 力 ) 模型 ， 


KR) S - a R 
n e n ” n 
bS br bR 
(2) 总 人 口 变动 


即 考虑 因 病 死亡 人 口 的 输入 和 输出 、 出 生 率 与 自然 死亡 率 不 相等 ,密度 制 
约 等 因素 (从 而 总 人 口 为 时 间 上 的 函数 N(t)), 例 如 ， 
D SIS( 有 垂直 传染 且 有 输入 输出 ) 模型 


n 


84 yol 
wo Slo 


y t 
dS BS dl al 
这 里 假定 出 生 率 系数 为 b, 自然 死亡 率 系 数 为 d , 因 病 死亡 率 系数 为 g, 对 时 间 的 
输入 率 为 A, 且 均 为 易 感 者 ,输出 率 系数 为 B , 且 答 出 者 关于 易 感 者 和 患 病 者 平 
均 分 配 ， 
2) MSEIR( 有 先天 免疫 ,无 垂直 传染 ) 模型 , 即 由 于 母亲 抗体 对 胎儿 的 作 
用 ,使 部 分 新 生 儿 具有 暂时 的 先天 免疫 力 ， 


pbN Y G-gN. 
M S - E - I R 
a mU. wq" 


a bS bE bl al bR 


Qc SURE SE, WER SHOR RRA TH AR HER SHOR . 
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这 里 假定 在 新 生 儿 中 有 比例 上 具有 先天 暂时 免疫 ,平均 先天 免疫 期 ay ,然后 进 


入 易 感 者 类 :而 比例 (1 一 e) 的 新 生 儿 不 具有 先天 免疫 而 直接 归 入 易 感 者 类 ,其 
余 符 号 的 涵义 与 前 同 ， 

至 于 具有 疫苗 接种 ,隔离 以 及 密度 制约 ,年龄 结构 等 更 为 复杂 的 模型 将 留待 
以 后 介绍 ， 

根据 以 上 框图 读者 容易 直接 建立 相应 的 模型 ,例如 ,对 于 20) 中 的 无 垂直 
传染 的 SIR 模 型 ,可 写 出 方程 组 ; 


JIS = ox - gsr ~ bS, 
S = psi ~ ot - v1, (L111) 
OR = yr aR, 


对 于 2(2) PAY SIS 模 型 可 写 出 方程 组 


=A+6 - BST- dS - BS + Y, , 


S = of gSE- dE ~ yI- BI- 71. 
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本 节 将 结合 几 个 简单 模型 的 研究 ,进一步 阐述 传染 病 动力 学 中 的 几 个 重要 
的 基本 概念 ,揭示 它们 的 现实 意义 ， 


1.2. 有 效 接触 率 与 疾病 的 发 生 率 


现在 我 们 来 更 细微 地 分 析 传 染 过 程 , 设 病人 传染 是 通过 与 他 人 接触 形成 的 ， 
单位 时 间 内 一 个 病人 与 他 人 接触 的 次 数 称 为 接触 率 (contact rate) , 它 通常 依赖 
于 环境 中 的 总 人 CUR N , 记 作 UN) ,如 果 被 接触 者 为 易 感 者 ,就 会 有 一 定 程度 
的 传染 , 设 每 次 接触 传染 的 概率 为 角 RIERA ERRER a 的 接触 称 为 有 效 
接触 ,这 时 的 接触 率 称 为 有 效 接触 率 (adequate contact rate), H 8 U(N ), 它 表 
示 一 个 病人 传染 他 人 ( 易 感 者 ) 的 能 力 ,反映 了 病人 的 活动 能 力 ,环境 条 件 以 及 
病菌 的 毒 力 等 因素 ,应当 注意 ,一 般 来 说 总 人 口中 除 易 感 者 和 患 病 者 外 还 可 能 
含有 疾病 免疫 者 和 潜伏 者 , 当 病人 与 非 易 感 者 接触 时 不 会 发 生 传染 ,而 易 感 者 S 


在 总 人 口 N 中 所 占 比例 为 总 因此 ,每 一 病人 平均 对 易 感 者 的 有 效 接触 率 为 
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Bo UCN) 总 ,也 就 是 每 一 个 病人 平均 对 易 感 才 的 传染 率 ,简称 为 传染 率 , 从 而 上 
时 刻 在 单位 时 间 内 被 所 有 病人 传染 的 人 ( 即 新 病人 ) 数 为 


HUN) SIG), 


称 为 此 疾病 的 发 生 率 (incdence) . 

在 前 面 的 模型 中 ,实际 上 ,都 假定 接触 率 与 环境 内 人 口 总 数 成 正比 , 即 U = 
kN ,于 是 t 时 刻 的 有 效 接触 率 为 入 EN = BN EP B= 入 E 是 有 效 接触 率 在 总 人 
口 数 N 中 所 占 比例 , 称 为 有 效 接 触 率 系 数 或 传染 率 系 数 四 ,从 而 上 时 刻 在 单位 时 
间 内 所 产生 的 新 病人 数 也 就 是 疾病 的 发 生 率 为 


BNCO SE a) = I). 


FDL SAT ACE AE Oy NE, 发 生 率 为 B ,这 种 发 生 率 称 为 双 线性 
(bilinear) 2% ,或 称 简单 质量 作用 律 (implemass action la v) 35. 

当 人 口 数量 很 大 时 ,与 人 口 成 正比 的 楼 触 率 显 然 是 不 符合 实际 的 ,因为 单位 
时 间 内 一 个 病人 所 能 楼 触 他 人 的 数目 是 有 限 的 ,这 时 通常 假定 楼 触 率 为 一 常数 
k BOAR B= 外 ,从 而 疾病 的 发 生 率 为 Sy ,这 种 发 生 率 称 为 标准 
(standard REZ 

Anderson, May 等 人 指出 ,通常 对 人 类 和 某 些 群居 的 动物 来 说 ,标准 发 生 率 
比 双 线 性 发 生 率 更 符合 实际 euxagl ,使 用 形 如 NSIN 的 发 生 率 对 5 种 人 类 伟 
染病 在 人 口 为 1000 到 40 万 的 社区 内 进行 统计 的 数据 表明 ,a 位 于 0.03 和 0.07 
zoe ,这 一 事实 说 明 , 人 口 的 数量 对 许多 传染 病 发 生 率 的 影响 是 很 微弱 的 ， 
更 接近 于 0 而 远 不 是 1, a= 0 时 上 述 形 式 的 发 生 率 就 是 标准 发 生 率 ,也 有 资料 
ERR RAGES PO Jum sos aye SET 

介 于 双 线 性 发 生 率 与 标准 发 生 率 之 间 , 还 有 一 种 可 能 更 符合 实际 的 饱和 楼 


RR UCN) = pe y Nahe ES N 近似 成 正比 : 随 着 N 的 增 大 而 


逐渐 达到 饱和 , 当 N 很 大 时 , 它 近 似 于 常数 和 ， 
此 外 T. A.P , Heesterbeek 等 人 考虑 接触 的 某 些 随机 因素 而 提出 形 如 


aN 
UCN) = 一 一 一 一 -一 一 一 
(N) 1+d6N+V14+26N 


四 在 不 致 混 清 时 .有 时 也 把 有 效 接触 率 系数 简称 为 有 效 接触 率 或 接触 率 ,把 传染 率 系数 
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的 接触 率 [] , 它 实际 上 也 是 一 种 形式 的 饱和 接触 率 ， 
上 述 具 体 的 接触 率 有 以 下 共同 特性 ， 
U0) =0,  U(N)Z0, (Am ‘0 — (2D 
于 是 我 们 还 可 以 更 为 一 般 地 讨论 抽象 形式 的 接触 率 U(N), 使 其 满足 条 件 
(1.2.1) ,或 再 加 上 饱和 条 件 Lim UCN) =U. 
Levin 等 人 还 曾 直 接 采 用 过 以 下 形式 的 发 生 率 {19.21 ， 


er a BM 
总 之 ,在 研究 某 种 具体 的 传染 病 时 ,采用 何 种 形式 的 楼 触 率 和 发 生 率 ,应 视 
具体 疾病 和 环境 等 因素 ,根据 所 获得 的 数据 而 定 ,种 群 动力 学 许多 形式 的 功能 性 
反应 函数 ,也 许 能 启迪 我 们 针对 不 同 的 疾病 和 环境 去 构造 更 多 形式 的 楼 触 率 


1.2.2 基本 再 生 数 与 有 效 接触 数 


在 1,1,2 小 节 的 KM SIS 模 型 的 讨论 中 ,我 们 求 得 了 区 分 疾病 是 否 流行 的 
HE 
RKK y, 


e 7 
当 Re < 1 时 疾病 逐渐 消亡 ; 当 R。> 1 时 ,疾病 始终 保持 而 形成 地 方 病 ,注意 到 


l 是 病人 的 平均 患 病 期 K 是 恒定 的 总 人 口 ,可 见 Ro 表示 在 发 病 初期 ,而 有 人 
均 为 易 感 者 时 ,一 个 病人 在 平均 患 病 期 内 所 传染 的 人 数 , 称 为 基本 再 生 数 ,Re = 
工作 为 疾病 是 否 消亡 的 阔 值 其 实际 涵义 是 十 分 明白 的 , Re < 1, 即 一 个 病人 在 平 
均 患 病 期 能 传染 的 最 大 人 数 小 于 工 ,疾病 自然 逐步 消亡 ;反之 若 R > 1 ,疾病 将 
始终 存在 而 形成 地 方 病 ， 

对 于 KM SIR 模 型 ,我 们 也 求 得 了 区 分 疾病 是 否 流行 的 阔 值 

Ry = Bt =1. 

由 于 初始 病人 数 较 少 ,从 而 S, 一 K ,所 以 在 此 意义 下 ,这 里 的 Re 也 可 看 作 是 基 
本 再 生 数 ,两 者 在 数量 上 也 没有 多 少 差别 ,R。= 1 都 是 区 分 疾病 流行 与 否 的 阔 
值 ,但 在 涵义 上 有 所 不 同 ,模型 (1,1,1) 中 所 谓 的 流行 是 指 患者 数量 先 出 现 增 
长 ,到 达 一 定 峰值 后 再 单调 减少 而 趋向 于 零 , 所 以 R。 = 8l = 工 是 区 分 患 病 
者 数量 出 现 增长 还 是 单调 减少 的 阔 值 ,这 里 不 会 出 现 地 方 病 ,而 对 模型 (1.1, 允 
而 言 ,所 谓 流行 是 指 疾病 永 不 消失 而 导致 地 方 病 ， 

应 当 指出 ,一 般 来 说 ,只 有 当 易 感 有 补充 时 ,例如 有 康复 者 的 免疫 丧失 ,或 有 


$1.2 传染 病 动 力学 中 的 几 个 某 本 概念 ae 


HER . 迁 入 率 等 , 才 可 能 会 出 现 地 方 病 平衡 点 ,今后 我 们 所 讨论 的 模型 一 般 均 
将 考虑 出 生 、 自 然 死亡 等 种 群 动力 因素 ,所 以 阑 值 的 涵义 主要 是 区 分 疾病 消失 与 


T 


为 了 加 深 对 基本 再 生 数 的 理解 ,我 们 再 讨论 一 个 例子 ,并 借 此 介绍 对 平面 系 
统 进行 定性 研究 的 一 种 常用 方法 , 

例 1,2,1 观察 由 1,1,3 小 节 中 XX 所 给 出 的 无 垂直 传染 SIR 模型 , 即 方 
程 组 (1,1,13 ,由 于 方程 组 (1,1,11) 前 两 个 方程 中 不 含 变量 RA 以 我 们 如 果 
仅 关心 疾病 是 否 流行 , 则 可 以 仅 从 前 两 方程 来 研究 S 与 的 性 态 , 若 需要 了解 民 
的 性 态 可 再 由 第 三 个 方程 讨论 , 由 前 两 个 方程 构成 的 平面 系统 为 


[ES =- PSE +0(K - S) & PCS, D, 


^ i (1.2.2) 
iu = GS -y 6) QS. D, 
KUPGIDCD-i(S,DIOXS«xK,O0cI«cK,S-*I«KI. 

WR AB (1.2.2) 的 平衡 点 , 令 其 右 端 为 9 ,从 而 求 得 可 能 存在 的 两 组 解 ， 

b+y olpk ~ (b+ 7)] 
um (Epes): 

下 面 分 两 种 情形 讨论 平衡 点 的 存在 性 及 稳定 性 ， 

a) a5 之 1 时 ,(1.2. ER D 内 仅 有 惟一 的 平衡 点 Mi (K,0)， 
从 而 由 其 特征 方程 系数 p a 的 符号 可 以 判定 M， 的 稳定 性 [xl ， 


由 于 


oP | 
às aT] s - gk | 
= = = 6(b+7- pK) >0, 
dco 2g aQ 0 fK-Y-5 ( Y-gK) 
S 93Tla» 


-o(B.2Q) . 
Poco -- (6s FT ecw =b+b+7— BK >0， 


HA M, (K 0) 是 局 部 渐 近 稳定 的 ,又 由 于 区 域 D ARATE FPES RUM, , 故 
不 可 能 有 闭 轨 线 , 且 系 统 (1,2,2) 从 D 内 出 发 的 轨 线 均 不 会 越 出 DD, 所 以 点 Mn 
在 p 内 全 局 渐 近 稳定 ,这 意味 着 ,在 所 给 人 群 中 无 论 初始 病人 有 多 少 ,疾病 都 不 
会 流行 而 是 逐渐 消失 ,点 M 称 为 无 病 平衡 点 ， 


D SpA > a eb (12.2 ERD 内 除 无 病 平生 点 Mi 外 IE IER 


b * y b[BK — C5 * ¥)] > 
点 Ms (P3 OPES) EBF ao c0, M TEZ. 
容易 验证 
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au, > 0, bm, > 0, 
从 而 点 M; 是 局 部 稳定 的 ,由 于 D 是 系统 (1,2,2) WEATER ,要 证 明 点 M: 
ED 内 全 局 渐 近 稳定 ,只 要 证 明 在 D 内 不 存在 (1,2, 的 闭 轨 线 即 可 , 取 Dulac 
函数 B(S,1) = 二 ,可 得 


a(BP) , (BQ) _ b 
as + 31 -AT<1 


EP Tal ve He 8816 BT $0(1,2,2) AS) A ERA M, 在 DD 内 全 局 渐 近 
稳定 ,这 意味 着 ,一 旦 有 患 病 者 ,疾病 就 会 流行 而 最 终 的 易 感 者 和 患 病 者 将 分 别 


稳定 为 数量 2 二 了 种 LaK -Ot 201 而 形成 地 方 病 (endemig ,点 M; 称 为 地 


B BO») 
方 病 平 衡 点 ， 
4 Ro = AS ms Ry < 1 时 ,疾病 逐渐 消失 L5 R > 1 时 ,疾病 将 流行 且 


最 终 形 成 地 方 病 ,R。 = 1 是 区 分 效 病 是 否 消 失 的 阅 信 ， 

将 模型 (1.1,1D 中 的 三 个 方程 相 加 ,得 
SN = otk - N), N=S+I+R. 
ARN = KK 是 环境 对 人 口 的 最 大 容纳 量 ,也 是 人 ORR NG) 的 稳定 平衡 态 ， 
由 模型 (1,1,11) 的 第 二 方程 可 见 ,由 于 自然 死亡 率 tl 的 存在 ,平均 患 病 期 BA 
kml 缩短 为 上 二. 于 是 Ry = AO 就 是 当 总 人 口 数 达到 稳定 的 平衡 态 N = 
K 且 均 为 易 感 者 时 ,一 个 患 病 者 在 平均 患 病 期 内 所 传染 的 人 数 , 也 就 是 基本 理 
生 数 ， 

由 (1,1,1),(1,1.9) 50.1.1) 三 个 模型 所 求 得 的 区 分 疾病 消亡 与 否 的 阔 
信 正 好 可 以 由 其 基本 再 全数 R = 1 确定 , 当 人 口 总 数 有 一 稳定 的 平衡 态 (例如 
总 人 口 恒定 ,或 有 常数 输入 率 ) 时 ,对 一 些 结构 比较 简单 的 模型 (例如 无 天 各 传 
染 无 免疫 楼 种 等 ) ,疾病 消亡 与 否 的 六 信 往 往 就 是 基本 再 生 数 R = 1, 这 时 , 通 
Bh ERI RA ST ,或 有 无 地 方 病 平 衡 点 REALE 
X ,而 寻求 此 赔 信和 可 以 通过 数学 推导 得 出 :也 可 以 从 基本 再 生 数 Re 的 定义 直 楼 
获得 ,但 是 ,应当 注意 ,一 般 来 说 疾病 消亡 与 否 的 阔 信 不 一 定 就 是 基本 再 生 数 Ro 
= 工 ,例如 ,对 模型 (1.1.11) 引入 疫苗 楼 种 , 设 有 效 搂 种 率 与 易 感 者 数 成 正比 , 比 
例 系 数 为 ,于 是 模型 (1,1,1DD 将 变 成 


$1.2 传染 病 动力 学 中 的 禾 个 基本 概念 Da 


d$ = bK = p51 = 68 - pS, 
dL gs - Que 61, 
aR = 可- oR + pS. 


AR org SN = 4(K ~ N) .容易 验证 LA hE eee Sm M 


BC ru apy = 1 而 由 定义 可 知 其 基本 再 生 数 为 R。 = AR, = 
Lie ba WE. 

BUS MBAR MIE T IHR ER BR SAS AURREA Pot B , 

记 作 o. 所 以 

c= BU 
其 中 RU RANE ,上 为 平均 染病 期 ,应 MEE ,有效 接 般 并 不 一 定 传染 ， 
只 有 对 易 感 者 有 效 接触 时 才 传 染 ， 

应 当 指出 ,有 效 接触 数 0 与 基本 再 生 数 R 在 概念 上 有 所 不 同 ,Ru 仅 定义 在 
疾病 感染 初期 ,此 时 人 群 均 为 易 感 者 :而 o 定 义 在 任何 染病 时 期 ,容易 看 出 ,在 感 
染 初期 ,人 群 ( 除 此 染病 者 外 ) 均 为 易 感 者 时 ,它们 都 表示 一 个 病人 在 其 染病 期 
内 平均 可 能 感染 的 新 病人 数 ,而 且 ,对 多 数 疾病 来 说 ,有 效 接 甬 数 将 在 染病 期 内 
保持 一 常数 ,这 时 ,就 数量 而 言 , 与 Rs 相等 ,然而 对 某 些 不 具 免 疫 力 可 以 多 次 
被 其 感染 的 疾病 来 说 , 随 着 时 间 的 增加 ,再 次 被 感染 的 新 病人 将 具有 较 低 的 传染 
力 , 从 而 单位 时 间 内 有 效 接触 率 的 平均 信 和 将 减 小 ,这 将 导致 “< RS. 

一 个 病人 在 其 整个 染病 期 内 平均 实际 感染 的 新 病人 数 有 时 称 为 更 新 数 
(replacement number) , 记 作 民 ,由 于 当 人 群 中 存在 其 它 串 老 或 具有 免疫 的 康复 
者 时 ,一 病人 与 他 们 虽 有 效 接触 但 关 不 会 传染 ,因此 ,R < oum R .有 关 这 方面 
的 详细 的 论述 可 参看 文献 121]， 

1.2.3 修正 接触 数 与 净 增长 阅 值 

为 了 介绍 这 两 个 概念 ,我们 先 来 讨论 一 个 例子 ， 

例 1.2.2 观察 具有 指数 出 生 和 死亡 (包括 因 病 死亡 闻 ,无 重 直 传染 且 具 有 
标准 发 生 率 的 SIRS 模 型 ， 


(D 所 谓 指 数 出 生 是 指 出生率 为 bN 形式 seat a FAN — oy ,人 口 将 是 指数 规律 增加 . 
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IN 区 三 到 - NENNEN 
-— [Ts gut or Ck 
+ By YOY Y 
dS dl al dR 
其 微分 方程 组 为 
fas _ ; BSI 
T = ON - dS - SF + oR, 
HB gat yt, (1.2.3) 
dR _ 
(F 57i- (d+ OR, 
其 中 N 为 总 人 口 


N(t) = S(t) + F2) 1 R(t). 

T8 8L 2.3) 中 的 三 个 方程 两 端 分 别 相 加 得 
IN - 0 —aN - al. (1.2.4) 
模型 (1,2, 与 前 面 所 讨论 过 的 模型 (如 (1,1,11)) 不 同 之 处 不 仅 在 于 采用 了 标 
准 发 生 率 ,而 且 由 于 出 生 呈 指数 增长 , 由 方程 (1.2. 和 可 见 , 当 b > a 时 ,总 人 口 
有 可 能 无 限 增长 ,从 而 易 感 者 人 数 和 染病 者 人 数 [也 有 可 能 无 限 增 长 ,在 这 种 情 
ATF , 既 没 有 无 病 平衡 点 也 没有 正平 衡 点 ,但 是 ,我 们 可 以 通过 染病 者 I 在 总 人 
IQ) 


T(t) : "T ET 
ON 中 所 ELO Ten 的 变化 趋势 来 理解 疾病 消亡 与 否 . 若 当 : 一 + oo BEI 
I(r) 


趋 于 一 非 零 常数 MD RH BREE UR DA 一 0 , 则 认为 疾病 将 最 终 消 


亡 \ 另 一 方面 ,为 了 数学 上 的 处 理 方便 ,我 们 作 下 述 归 一 化 变换 ， 


28 ai z= 
了 二 部 ， YN YTNO (1.2.5) 


则 x +y+z 三 1, 从 而 在 菜 些 情况 下 ,可 将 原来 关于 S、I.R 的 三 维系 统 降 为 由 
zy 中 两 个 变量 构成 的 二 维系 统 ,使 数学 的 研究 大 为 简化 ,对 具有 标准 发 生 
率 的 模型 常 可 以 通过 变换 (1,2.5) 降 维 ， 

在 变换 (1,2, 号 下 AH (1,2,3 ER 


dE L 5 bro fry + de + ary, 
CEEE a + Y)y Fay’, (1.2.6) 
b: = yy- (b+ 8)z aw. 


由 于 二 +y+z= 工 ,所 以 (1.2,6) 实 际 上 是 一 平面 系统 ,例如 


$1.2 传染 病 动力 学 中 的 几 个 基本 慨 念 -17> 


d -Bü-»-s)y-(batYytey, 
d (1.2.7) 
d = yy- (b + d8)z t ayz. 
4 
[ (1.2.8) 


Cbra*tY 
由 方程 组 (1.2.7) ,不 难 验证 : 当 Bec 1 时 仅 有 平衡 点 P, (0,0) , 且 它 全 局 渐 近 稳 
定 ; 当 98> 1 时 ,P, 不 稳定 ,但 存在 惟一 的 正平 衡 点 P”(y”,z* ), 且 它 是 全 局 浙 
近 稳定 Bum, 

由 模型 (1,2,3) 容易 看 出 a EPEEE 由 于 模型 选用 了 标准 
RER ,有 效 接触 率 为 常数 B, 故 一 个 病人 平均 患 病 期 内 有 效 接触 的 个 体 数 , 即 
有 效 接触 数 为 


oF a vary (1-2-9) 
在 疾病 发 生 初 期 ,人群 均 为 易 感 者 ,这 时 有 效 接触 数 e 也 就 是 基本 再 生 数 Rom ， 
容易 检验 ,这 里 基本 再 生 数 Ru (或 有 效 接触 数 Q 并 不 能 对 模型 (1,2,3) 区 分 疾 
病 流 行 与 否 , 对 模型 (1,2,6) 或 (1,2,. 刀 来 说 ,用 以 区 分 正平 衡 点 是 否 存在 的 阔 
值 是 (1,2,8) 中 的 B— 10753 (1.2.9 中 的 o=1, 
当 gei Bb p, 全 局 稳定 ,表明 对 任意 可 行 域 中 的 值 有 
Jim. X = y(t) +0, 
患 病 者 在 总 人 口中 的 比例 逐渐 减少 为 零 ,也 称 疾病 逐渐 消亡 ， 
当 8>1 时 P 全 局 稳定 ,表明 对 任意 可 行 域 中 的 初 值 有 


Jim 4 =yu)—= y", 


患 病 者 将 最 终 以 确定 的 比例 在 人 群 中 存在 , 即 导 致 地 方 病 ,也 称 疾病 持续 ， 

我 们 将 区 分 归 一 化 后 的 系统 是 否 存在 正平 衡 点 或 疾病 是 否 消亡 的 6 称 为 原 
模型 或 归 一 化 后 模型 的 修正 接触 数 ,有 时 也 称 为 修正 再 生 数 ,6 = 1 为 区 分 疾病 
HCE RRE, 

应 当 注意 , 归 一 化 后 的 系统 (1.2,6) 存在 正平 衡 点 表示 患 病 者 数 TOO) 在 总 
A Ož N (GO 中 的 比例 将 最 终 保持 一 常数 ,但 这 并 不 意味 着 总 人 口 不 会 消亡 , 事 

四 实际 上 ,由 于 使 用 了 标准 发 生 率 ,这 时 有 效 接触 率 始终 为 常数 和 与 易 感 者 数 SAA. 
故 强调 总 人 口 均 为 易 感 者 时 的 基本 再 生 数 已 失去 意义 . 
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实 上 ,由 方程 (1,2,4) 的 等 价 方程 


AN = (b-d -ay)N (1.2.10) 


ARM Sb<d HN) >It 0»), B A ORR ,此 时 若 6<< 1 USERS 
(1.2.6) 的 平衡 点 (1,0 ,9 全 局 稳定 ;而 若 O>1 EPR RR Cx" y^ 2 ) 全 局 
稳定 ,这 一 事实 表明 ,尽管 患 病 者 数量 将 随 总 人 口 数 一 道 消亡 ,但 当 esc LES 
对 于 总 人 口 , 患 病 者 数量 将 急剧 下 降 而 消亡 4 8 > 1 时 , 患 病 者 在 总 人 口中 几 
平 始终 保持 一 恒定 的 比例 ， 

当 b >d 时 , 若 0 所 1, 由 于 当 t 悦 + 吕 时 ,y 下 0, 从 而 由 (1.2,10) 可 知 
tt o 时,N 一 + o, 这 一 事实 说 明 , 患 病 者 数量 可 能 保持 有 限 ,也 可 能 随 N 
而 无 限 增长 ,但 其 增长 速率 比 N 的 增长 速率 小 得 多 , 若 8 > 工时 可 以 证 te) F 
述 事实 ; 


令 


(5 — d) Y 
= Nea ars) (1.2.11) 


当 g <1 NO) 0 (>to); g — LEENo N. (有限 数 ); 当 gp > 工时 
N(t)> om, 我 们 将 区 分 总 人 口 消亡 和 无 限 增长 的 上 述 p = 1 称 为 种 群 的 净 增 
Kn. 

1.2.4 ”平均 寿命 与 平均 染病 年 龄 

XN (a ) 为 某 群体 中 在 年 龄 a 时 仍然 存活 着 的 个 体 数 ,时 间 与 年 龄 同 尺度 ， 
自然 死亡 率 系数 , 即 单位 时 间 内 死亡 的 个 体 数 在 本 成 员 总 数 中 所 占 比例 为 ,于 


是 在 年 龄 为 a 时 单位 时 间 内 死亡 的 个 体 数 应 为 AN(a) ， 
另 一 方面 ,从 存活 数量 来 看 ,由 于 自然 死亡 将 引起 存活 数量 减少 ,显然 有 


Ne) = - pv(a), (1.2.12) 
其 中 负 号 表示 存活 数量 的 减少 , 设 N0 = N。 .从 而 可 由 方程 (1,2,12) 求 得 


N(a) = Noe™ 或 e^ = No. 


可 见 ew 表示 此 群体 在 年 龄 。 时 存活 着 的 概率 (年 龄 为 a。 的 存活 者 在 初始 人 口 
中 所 占 比例 )， 

于 是 此 群体 在 年 龄 段 (0 ,a ] 死亡 的 概率 应 为 1 - e .把 死亡 年 龄 看 作 一 随 
机 变量 x ,从 而 有 概率 PO <x <a) =1-ew =f pee da. Fi DUE BBL 
Box 的 概率 密度 函数 为 perm , 由 数学 期 望 的 定义 可 知 ,随机 变量 x 的 数学 期 户 
为 
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NELLE 
0 v 0 天 


由 数学 期 望 的 涵义 可 知 ， 就 是 此 群体 的 平均 死亡 年 龄 , 即 平均 寿命 ， 
这 一 事实 也 可 从 自然 死亡 率 的 定义 来 直接 粗略 地 理解 ,na 个 个 体 单位 时 间 


内 自然 死亡 了 Pn 个 ,注意 到 时 间 与 年 龄 同 尺度 , 故 经 过 二 时 间 段 后 应 全 部 自然 


死亡 ,因此 A 是 他 们 的 平均 寿命 ， 
综 上 所 述 Ea 表示 自然 死亡 率 系数 N et 就 是 成 员 活 到 年 龄 。 的 概率 ， 


ml 就 是 此 群体 的 平均 寿命 ,而 且 才 = | cda. 
在 1.1.2 段 中 ,我 们 曾经 指出 ,车 ?为 患 病 者 的 移出 率 系 匆 , 则 就 是 平均 


患 病 期 ,这 一 结论 也 可 类 似 地 通过 数学 期 望 来 严格 地 论证 ， 

下 面 我 们 以 例 1.2.1 为 例 来 阐明 平均 染病 年 龄 的 概念 ,并 介绍 对 基本 再 生 
数 Re 的 另 一 测定 方法 ， 

例 1,2,1 中 所 讨论 的 系统 (1,2,2), 当 R。> 1 时 有 正平 衡 点 M;(S” I), 
其 中 


a1 b4y . _ bl BK - (b + y)] 
S= = RTD) (1.2.13) 


容易 看 出 , AS" OR, > 1 的 稳 态 情况 下 ,单位 时 间 内 被 传染 的 人 数 ,从 
而 RU 就 是 在 稳 态 情况 下 ,单位 时 间 内 易 感 者 被 传染 的 概率 ,与 平均 寿命 阐述 过 
程 类 似 , 利 用 数学 期 望 可 知 ,ea “ 就 是 活 到 年 龄 为 a 的 易 感 者 尚未 被 传染 的 概 
o. 就 是 易 感 者 的 平均 传染 年 龄 ,也 称 为 等 待 时 间 (waiting time). 

对 于 给 定 地 区 的 某 些 疾病 ,其 平均 寿命 与 平均 染病 年 龄 可 以 通过 统计 数据 
获得 ,由 此 ,可 以 测 出 其 基本 再 生 数 R ,例如 在 例 1,2,1 中 ,基本 再 生 数 为 


Ry = AB, - &. (1.2.14) 
由 (1,2,13) 不 难 解 得 
SR. 
1 dal 
记 平 均 染病 年 龄 为 A ,平均 寿命 为 L , 且 由 上 可 知 


A= L- 


L = 工 
Pu P 
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于 是 ,(1,2,14) 可 改 为 


L 
Ro =1t x. (1.2.15) 


fiint! ,在 England 和 Wales 的 一 些 城市 的 社区 , 1956 EE 1969 ^E [8] ARS AP 
均 染 病 年 龄 为 4,8 岁 , 若 预 期 平均 寿命 为 0 岁 , 则 Re = 15.6. 

在 1.1.2 段 KM 的 SIR 模 型 分 析 中 ,我 们 指出 ,一 种 防止 疾病 流行 的 策略 
是 对 易 感 者 实施 的 预防 疫苗 接种 ,将 基本 再 生 数 Re 的 信和 降低 到 小 于 1, 对 于 例 
1.2,1 所 观察 的 模型 (1,1,1DD) 来 说 ,在 单位 时 间 内 ,总 数 为 EK 的 新 生 儿 中 如 果 
有 比例 为 p 的 妈 儿 被 成 功 免疫 接种 ,其 结果 相当 于 用 (1 — p OK 来 代 普 原 模型 中 


的 区, 从 而 将 Ry = PX ZRT 


b+y 
- 1- 
Ro = KOA = (1- p)Ry 
而 要 使 R。< 1 ,必须 
1 
plz. (1.2.16) 


这 与 (1.1.4) 式 所 示 一 致 .这 时 能 保证 疾病 不 会 在 种 群 中 流行 ,此 时 ,我 们 称 种 群 
是 群体 免疫 的 ,应 当 指 出 ,满足 (1.2.16) 的 接种 比例 p 在 大 范围 内 是 很 难 实现 
的 ,特别 对 那些 R, 较 大 的 疾病 ,实际 上 ,在 全 球 范围 内 真正 达到 群体 免疫 的 惟 
一 病例 是 天 花 , 它 的 再 生 数 R œ 5, 所 以 由 (1.2.16) 可 见 需要 80% 的 免疫 接 
种 ,最 后 的 一 个 天 花 病 例 于 1977 年 出 现在 索马里 ,今天 天 花 病 毒 只 被 保存 在 实 
验 室 中 0 ,再 如 231 ,麻疹 在 美国 的 流行 数据 表明 ,城市 地 区 R 的 范围 是 8.3 到 
13 .0 ,需要 88.0% 到 92.3% 的 接种 率 ;在 英国 R 的 范围 是 12.5 到 16 .3 ,需要 
92.9% 到 94,0% 的 接种 率 , 加 之 麻疹 疫苗 并 非 总 是 有 效 的 , 故 对 麻疹 的 群体 免 
疫 是 很 难 实现 的 , 正 因为 如 此 ,研究 各 种 接种 策略 具有 重要 的 现实 意义 ， 

还 应 指出 ,由 (1,2.15) 式 可 见 ,通过 免疫 接种 等 方法 来 降低 Ro 的 值 ,意味 
着 增加 平均 染病 年 龄 A ,对 菜 些 传染 病 (例如 德国 麻疹 ) ,成 年 病人 要 比 儿 意 病人 
的 病情 严重 , 因此 ,减少 Re 后 对 那些 未 曾 接种 的 易 感 者 和 接种 失败 者 危险 增 
加 ,这 一 点 在 制订 接种 策略 时 应 该 加 以 注意 


1.2.5 流行 周期 
对 于 许多 常见 的 幼年 疾病 ,例如 麻疹 FAR Ke ,风疹 等 ,其 病人 数量 每 
年 都 在 变化 ,而 且 有 规律 的 波动 ,这 暗示 着 其 模型 可 能 存在 周期 解 , 如果 用 例 
1.2.1 中 所 观察 的 模型 (1,1,14) 来 描述 这 类 疾病 ,那么 ,由 于 已 经 证 明了 此 模型 
不 存在 周期 解 , 故 与 实际 情况 有 较 大 差异 ,这 里 有 两 种 情况 ;一 种 是 应 该 对 模型 
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加 以 改进 ,例如 ,考虑 潜伏 期 \ 因 病死 亡 率 、 密 度 制约 等 因素 ,更 符合 实际 的 发 生 
率 ,时 滞 与 年 龄 分 布 的 影响 ,甚至 考虑 系数 随 季节 的 周期 变化 等 情况 ,使 模型 更 
能 真实 地 反映 客观 实际 : 另 一 种 情况 是 , 像 (1.1,14) 这 种 简单 的 模型 ,虽然 没有 
周期 解 ,但 有 时 却 发 生 环绕 地 方 病 平衡 点 的 小 阻尼 振荡 ,例如 当地 方 平衡 点 M2 
为 稳定 焦点 的 情形 , 事实 上 ,对 于 模型 (1,1,13) 简化 成 的 (1.2, 分 而 言 , 由 
《1.2.14) 式 容易 得 出 

BU +6 = bRo, BS = b+y7, 


其 中 Ru = AC SR, >1 时 ,可 算出 系统 (1.2.2) MARATEA M: 所 对 应 
的 特征 根 为 
~ bRo + VW R RETIUM -1)(b +7) 


ài = (1.2.17) 


由 于 这 些 疾病 的 平均 染病 期 一 `, 比 人 美的 平均 寿命 了 要 Za bK y E 


(1.2.17) CPI ER b NANENANE TA 
Aya > PP e VSR. 

显然 SEX 7Y 时 ,Mz 是 一 稳定 焦点 ,于 是 系统 (1,2, 在 点 Mz 外 围 出 现 训 减 
的 周期 振荡 ,其 振荡 周期 近似 为 

Lom caf A 

eR a c (12.18) 
其 中 A 为 平均 染病 年 龄 ,例如 在 反复 流行 麻疹 的 人 群 中 , 若 其 病程 为 2 周 (126 
年 ), 平 均 染 病 年 龄 经 统计 为 4.8 岁 ,由 (1,2,18) 式 可 预测 出 麻疹 大 约 每 隔 2.7 
年 将 流行 一 次 ,尽管 其 振幅 将 逐渐 减少 ， 
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在 对 传染 病 的 动力 学 建 模 思想 和 一 些 基本 概念 有 所 了 解 的 基础 上 ,我 们 再 
来 对 1.1 小 节 中 所 提 及 的 建 模 的 目的 与 作用 作 些 更 细致 的 论述 ,并 结合 提出 
一 些 模型 建立 和 研究 中 应 注意 的 问题 ,也 许 使 读者 可 流行 病 的 建 模 能 有 更 好 的 
理解 和 体会 ,国际 著名 的 流行 病 动力 学 家 ,美国 Iowa 大 学 教授 H.W, Hethcote 
在 他 1992 年 出 版 的 专著 “Modeling HIV Transmission and AIDS in the United 
States" PO) ,对 流行 病 数学 建 模 列举 了 下 述 15 条 目的 与 作用 ， 

i, 模型 公式 化 的 过 程 使 假设 .变量 与 参数 更 为 清晰 ， 

2, 精确 数学 模型 的 性 态 可 用 数学 方法 和 计算 机 模拟 去 分 析 ， 


722+ 第 1 章 传染 病 动力 学 的 基本 知识 


3, 建 模 允 许 不 同 假设 和 公式 化 效果 HRE, 

4. 建 模 提 供 诸如 阔 值 .再 生 数 等 概念 , 

5, 建 模 是 检验 理论 和 评价 定量 猜想 的 实验 工具 ， 

6. 具有 适当 复杂 性 的 模型 可 用 于 回答 一 些 具 体 问题 
7 

8 

9 


可 


, 建 模 可 被 用 于 通过 适应 数据 来 估计 关键 参数 , 
. 模型 为 各 种 不 同 信息 的 组 织 ,连接 和 交叉 检验 提供 结构 ， 
. 模型 可 用 于 比较 不 同类 型 的 疾病 ,或 在 不 同时 间或 在 不 同 种 群 内 比较 ， 
10. 模型 可 用 于 理论 评估 ,比较 或 优化 各 种 不 同 的 发 现 、 预 防 、 治 疗 和 控制 
方案 ， 
11, 模型 可 用 于 评价 结果 对 参数 值 改 变 的 敏感 性 ， 
12. 建 模 可 建议 需要 收集 的 最 重要 的 数据 , 
13. 建 模 可 对 流行 病 学 观察 的 设计 与 分 析 作 出 贡献 ， 
4, 模型 可 用 于 确认 趋势 , 作 一 般 性 预防 ,或 估计 预报 中 的 不 确定 性 ， 
15. 建 模 结 果 的 确实 性 和 强劲 性 可 通过 不 同 模型 中 参数 值 的 范 围 来 评估 
建立 传染 病 模型 的 主要 理 由 是 可 利用 模型 对 影响 疾病 传播 的 生物 学 和 社会 
机 理 作 清晰 描述 ,通过 模型 的 研究 来 揭示 疾病 流行 规律 ,预测 流行 趋势 ,为 发 现 、 
预防 和 控制 疾病 的 流行 提供 理论 根据 和 策略 ,数学 模型 也 是 检验 理论 和 定量 评 
估 猜 想 与 结论 的 实验 工具 ,例如 ,通过 模型 的 研究 可 以 验证 : 双 剂 量 的 预防 接种 
方案 对 麻疹 将 导致 群体 免疫 ,而 单 剂 量 方案 则 不 可 能 (5; 通过 爱滋病 模型 的 研 
究 ,人 们 看 到 车 有 一 半 的 同性 恋 者 变 成 独身 者 或 采用 安全 措施 HIV 病毒 将 
在 同性 恋人 群 中 最 终 消亡 ,人 们 还 可 以 针对 需要 弄 清楚 的 具体 问题 建立 相关 的 
模型 进行 研究 ,例如 可 以 通过 模型 去 研究 对 于 HIV 病毒 的 传播 而 言 是 否 共用 针 
头 吸 毒 比 性 活动 更 为 重要 ?》 双 性 恋 者 与 娼妓 在 HIV 传播 中 扮演 多 么 重要 的 角 
E? HIV 从 高 危 群体 到 低 危 群体 的 传播 有 多 快 ? 持续 传播 是 否 可 能 是 在 异性 
人 群 中 频繁 改变 性 伙伴 所 致 ” 等 等 , Hyrnan 与 Stanley 曾 通过 HIV 病 毒 在 高 低 
接触 率 群体 中 的 传播 ,解释 了 为 什么 在 许多 人 群 中 爱滋病 例 初 始 增长 是 时 间 的 
三 次 函数 i2*1， 
由 于 在 人 群 中 进行 传染 病 实验 是 不 道德 和 不 切实 际 的 ,这 就 使 利用 模型 通 
过 理论 分 析 和 计算 机 模拟 来 进行 所 需 的 实验 显得 格外 重要 , 当然 ,为 保证 实验 结 
果 的 可 靠 性 ,首先 必须 使 模型 的 建立 比较 合理 ,这 就 需要 使 模型 中 的 每 一 项 都 符 
合 相应 的 机 理 ,然而 ,任何 传染 病 模型 都 是 现实 的 简化 和 在 一 定 程度 上 的 理想 
化 ,例如 ,通常 总 是 假定 种 群 的 成 员 是 均匀 的 混合 :假定 各 仓 室 成 员 规 则 地 按 确 
定 规律 运动 而 忽略 了 个 体 之 间 的 差异 和 一 些 偶 然 的 因素 ,即便 这 些 规 律 也 仅 是 
现实 情况 的 近似 和 简化 ,因此 ,由 模型 所 得 的 结论 与 现实 必然 存在 一 定 的 误差 ， 
这 种 误差 将 随 疾病 和 环境 的 不 同 而 变动 ,而 且 难 以 检测 或 度量 ,简单 的 模型 , 结 
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构 简 单 ,参数 较 少 ,从 而 容易 进行 分 析 和 研究 ,但 却 可 能 与 实际 差异 较 大 :复杂 模 
型 可 能 更 接近 实际 ,但 却 难 以 进行 理论 分 析 ,而 且 其 中 某 些 参 数 的 值 也 可 能 难以 
获得 , 建 模 者 的 艺术 在 于 善于 作 适 当 的 选择 ,使 得 既 使 研究 的 的 结论 有 效 又 使 模 
型 简单 而 便于 研究 ,这 种 选择 还 往往 与 所 研究 的 具体 疾病 和 所 希望 回答 的 具体 
问题 紧密 相关 ,数学 建 模 者 应 与 传染 病 学 工作 者 相互 合作 ,针对 某 一 具体 疾病 和 
所 希望 回答 的 问题 ,去 确定 哪些 因素 必须 包含 在 模型 之 中 ,而 哪些 可 以 忽略 ,以 
及 应 该 选用 怎样 结构 的 模型 等 ,例如 ,对 传染 病 期 较 短 的 麻疹 等 疾病 来 说 ,假定 
有 效 接 触 率 系数 B 为 一 常数 是 合理 的 ,但 对 像 AIDS 等 疾病 来 说 却 不 合理 ,因为 
从 HIV 感 染 到 AIDS 发作 大 约 需要 高 达 1 年 的 时 间 , 对 短 时 间 流 行 的 疾病 ,出 
^E ,死亡 等 生命 动力 因素 可 以 忽略 ;而 长 时 期 流行 的 地 方 病 ,生命 动力 因素 必须 
包含 ,又 如 通常 SIR 模 型 与 SEIR 模型 在 渐 近 性 态 上 没有 本 质 的 差异 ,因而 选用 
前 者 更 为 简便 ,再 如 ,对 所 和 欲 讨论 的 阔 值 与 渐 近 性 态 而 言 , 若 发 现 所 研究 的 常 微 
分 方程 模型 与 相应 的 时 滞 微 分 方程 模型 是 基本 相同 的 ,那么 当然 应 该 选用 更 为 
简单 的 常 微分 方程 模型 ， 

要 使 模型 的 研究 结论 能 较为 真实 地 反映 客观 现实 ,除了 模型 结构 的 选取 外 ， 

十 分 重要 的 问题 在 于 参数 的 筛选 和 参数 值 的 获取 AR 的 是 相关 参数 值 的 收集 
常 是 不 完全 的 ,甚至 准确 的 数据 是 无 法 得 到 的 ,在 传染 病 学 中 又 难 以 进行 重复 性 
实验 ,因此 ,我 们 必须 对 所 获得 的 宝贵 数据 作 怡 当 的 统计 学 分 析 和 处 理 ,此 外 ,我 
们 还 可 通过 所 建立 的 模型 用 不 同 的 参数 和 不 同 的 数据 集合 作 理 论 上 的 实验 , 例 
如 ,利用 计算 机 模拟 来 观察 当 一 个 或 n 个 参数 值 改变 时 会 对 结果 带 来 什么 影 
响 ,从 而 能 更 全 面 正确 地 得 出 应 有 的 结论 ， 
在 模型 的 诸多 参数 中 去 识别 关键 参数 是 至 关 重 要 的 , 若 某 一 参数 值 的 微小 
变动 将 引起 结果 的 很 大 改变 , 则 称 此 结论 对 此 参数 是 敏感 的 : 若 其 结果 在 某 参 数 
值 变化 的 较 大 范围 内 是 相同 的 , 则 称 为 不 敏感 ,传染 病 建 模 的 一 个 重要 目的 是 对 
敏感 和 不 敏感 参数 的 确定 ,因为 这 一 信息 可 以 提供 对 传染 病 过 程 的 洞察 力 ,通过 
对 模型 的 理论 分 析 和 计算 机 模拟 ,可 以 使 我 们 确定 那些 与 所 讨论 问题 有 关 的 敏 
感 参数 ,从 而 使 我 们 下 决心 去 为 收集 这 些 参 数值 付出 更 大 的 努力 ， 

利用 让 模型 所 预测 的 疾病 发 生 率 去 符合 实际 的 发 生 率 数 据 的 方法 ,可 以 去 
估计 有 效 接触 率 等 关键 参数 Anderson 与 May 对 许多 直接 传染 疾病 的 有 效 接 触 
率 作出 过 估计 0s2] Hethcote 和 Van Aric 对 疾病 在 多 群体 中 传播 时 有 效 接触 率 
的 估计 提供 了 一 些 模型 [3 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 上 述 文献 , 

由 于 模型 和 数据 与 现实 的 误差 ,由 其 所 得 的 结论 也 只 能 是 现实 的 一 种 近似 ， 
因而 我 们 对 有 关 的 重要 预报 或 结论 ,往往 需要 通过 不 同 的 模型 的 比较 来 加 以 验 
证 ,如 果 多 个 学 者 通过 不 同 的 模型 得 到 了 共同 的 预报 或 结论 , 则 当然 提高 了 其 可 
fe BE ,例如 ,三 篇 不 同 的 论文 ,用 不 同 的 方法 对 两 种 麻疹 的 接种 策略 进行 了 比较 ， 
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得 到 了 其 中 一 种 策略 更 好 的 共同 结论 [31 ,这 种 论证 应 该 是 可 信 的 ,又 如 当 一 个 
结论 对 大 范围 内 的 参数 值 成 立时 , 则 此 结论 是 强健 的 ， 

比较 的 方法 可 使 我 们 加 深 对 疾病 传播 过 程 的 理解 , 辟 如 在 不 同时 间或 不 同 
人 群 中 比较 同一 疾病 ,或 在 同一 种 群 中 比较 不 同 疾病 ,对 不 同 疾病 估计 并 比较 其 
关键 参数 是 加 深 认 识 这 些 疾病 的 一 种 重要 方法 ,例如 , Mey 以 及 
Hethcotd 925! 曾 对 麻疹 ,百日咳 Kk, EUR URS BR K E TLR b LE X 
花 等 疾病 的 基本 再 生 数 进行 过 估计 ,并 从 这 些 再 生 数 中 推断 出 为 了 获得 上 述 各 
类 疾病 的 群体 免疫 ,人群 所 必须 接受 免疫 接种 的 比例 , 

控制 和 优化 的 方法 也 常 被 用 于 传染 病 模型 的 研究 ,Wickwire 于 1977 年 曾 
对 传染 病 控制 方面 的 建 模 文章 有 过 概括 B31 , Hetheote 与 w dtman 早 在 1973 年 
就 曾 用 动力 学 方法 去 寻求 使 控制 疾病 流行 花费 最 少 的 最 优 接种 策略 (321 | Longini 
等 于 1978 年 对 香港 和 亚洲 的 流感 在 有 限 接种 资源 情况 下 确定 了 接种 的 最 佳 年 
龄 和 社会 群体 3] Hethoote T 1988 年 在 三 个 地 理 区 域 对 麻疹 找到 了 接种 的 理 
Age E EDT, 

在 建立 传染 病 动 力学 模型 时 ,通常 首先 考虑 的 是 确定 性 模型 , 即 用 差分 , 微 
分 ,积分 或 泛 函 微分 方程 等 所 描述 的 具有 确定 参数 的 模型 ,因为 它们 相对 地 比较 
容易 研究 ,而 且 在 一 定 程度 上 也 确 能 近似 地 反映 现象 ,有 时 ,为 了 能 更 好 地 贴近 
现实 ,要 考虑 传染 病 传播 中 一 些 不 可 和 避免 的 随机 因素 去 建立 随机 模型 ,在 随机 模 
型 中 疾病 以 不 同 的 概率 在 不 同 仓 室 中 传播 ,对 这 种 随机 系统 的 分 析 研究 要 比 相 
应 的 确定 系统 困难 得 多 ,通常 采用 的 Monte Carlo 模拟 方法 也 并 不 容易 ,因为 若 
要 得 到 定量 的 结果 需要 执行 许多 次 计算 机 程序 (25 到 100 甚至 更 多 ) ,本 书 仅 讨 
论 确定 性 模型 ,但 是 ,应当 指出 ,确定 性 与 随机 性 的 传染 病 模型 的 概念 ,方法 和 研 
究 的 问题 是 很 不 同 的 ,例如 ,确定 性 的 传染 病 模型 通常 有 严格 的 阔 值 来 区 分 疾病 
是 否 流行 :而 随机 模型 所 得 的 结果 则 是 疾病 流行 的 概率 和 疾病 绝 灭 的 平均 时 间 ， 
确定 性 模型 不 反映 疾病 传播 中 的 偶然 性 ,其 参数 通常 设置 为 观察 值 的 平均 数 , 方 
差 方面 的 信息 是 被 忽略 的 , 初 值 问题 的 解 是 惟一 确定 的 ,结果 的 可 靠 性 或 置信 度 
是 不 知道 的 , 当 有 效 接触 率 ,平均 染病 期 等 在 模型 中 确定 后 ,这 些 值 的 置信 区 间 
是 无 法 得 到 的 ,比较 与 预防 的 置信 区 间 也 是 无 法 获得 的 ,对 参数 相关 性 的 某 些 理 
解 可 通过 参数 值 变化 对 结果 影响 的 敏感 度 分 析 来 获得 , 若 参数 观察 值 的 方差 高 
而 且 结 果 对 此 参数 敏感 , 则 结果 的 置信 度 低 ,而 正确 的 置信 区 间 的 缺乏 意味 着 结 
果 的 可 靠 性 是 难以 确定 的 ， 
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本 章 将 对 传染 病 动力 学 几 个 主要 发 展 方向 作 一 初步 的 介绍 SRT RAB 
想 研究 的 主要 问题 和 常用 的 最 基本 的 方法 ,其 目的 使 读者 在 专题 深入 学 习 之 
前 , 先 对 传染 病 动力 学 的 研究 动向 有 一 比较 全 面 的 初步 认识 ,其 中 一 些 方向 系 
统 深入 的 论述 将 在 以 后 几 章 中 分 别 进行 ， 


§2.1 有 具有 时 灌 的 传染 病 动力 学 模型 


有 具有 时 间 灌 后 (简称 时 灌 ) 的 数学 模型 所 反映 的 基本 事实 是 ,t 时 刻 的 运动 
变化 规律 TARAF t 时 刻本 身 ,还 受到 tt 时刻 以 前 某 些 状况 的 影响 ,甚至 是 
以 前 某 种 因素 的 反映 ,这 种 情况 在 客观 世界 中 是 大 量 存在 的 ,例如 ,人 们 在 淋浴 
开始 时 ,常会 把 水 调 得 时 冷 时 热 ,这 是 因为 人 所 感觉 到 的 水 温 与 调节 时 间 有 一 段 
HS ATS MO ,人群 在 上 时 刻 生 育 的 数量 ,取决 于 10 个 月 前 怀孕 的 情况 , 即 取 
决 于 t 一 10( 月 ) 时 的 人 群 和 环境 状况 ,所 以 ,考虑 时 河 因素 往往 能 更 真实 地 反映 
BR. 


2.1.1 建 模 思想 


患 病 者 数量 变化 规律 的 积分 形式 
让 我 们 先 回顾 一 下 Kern ack-Mckendrick( 简 称 KM) 的 SIS 模 型， 


Jg cernens 


(2.1.1) 
set 表示 平均 恢复 期 ,也 就 是 平均 染病 期 , 形 如 qp 的 恢复 率 实际 上 表明 病人 
数量 的 变化 在 平均 染病 期 内 呈 指 数 分 布 ,为 了 把 这 一 结论 显示 得 更 加 清楚 ,我 们 
d£ (2.1.0 中 第 二 个 方程 用 积分 形式 写 出 ,将 此 方程 式 右 端 的 B 项 看 作 已 知 ， 
形式 地 求 这 个 关于 工 的 线性 微分 方程 过 I(0) = ry 的 解 ,得 


10) = Loe" + BSC) Ede MP de, (2.1.2) 


为 了 解释 表达 式 (2,1.) 的 实际 涵义 ,我 们 先 用 (1,2.4) 的 方法 来 解释 e” 
的 涵义 , 设 上 时 刻 的 病人 数 为 xz(t),x (0) = xo ,病人 的 恢复 率 为 7 , 且 生 病 期 间 
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无 死亡 ,这 时 病人 数 的 变化 规律 为 


解 之 得 


x(t) = ne" 或 =e 


SULA, WAZE te IUE . 换 名 话说 ,t = 0 时 


刻 的 染病 者 到 上 时 刻 仍 为 病人 的 概率 为 s” ,因此 IAL (2.1.2) 右 端的 第 一 
Wie" 表示 t = 0 时 已 有 的 病人 到 tt 时 刻 仍 为 病人 的 数量 ,e”*™-" 应 该 是 u 时 
刻 新 的 染病 者 经 过 t 一 u 时间 段 后 到 达 时 刻 t 时 仍 为 病人 的 概率 ,在 u 时 刻 单位 
时 间 内 所 增加 的 新 病人 数 为 隐 (u) Ea) ,从 而 在 微小 时 间 段 [u,u + dul 内 新 
增 病人 的 数量 为 Bu) Ilu) du ,这 些 病 人 到 达 t 时 刻 时 仍 为 病人 的 数量 为 
Bu) Cae du, 于 是 (2,1,2) 右 端的 积分 式 表示 从 t+ = 0 算 起 到 tt 时刻 所 
有 新 的 染病 者 在 + 时 刻 仍 为 病人 的 数量 ,所 以 ,在 t 时 刻 所 有 病人 的 数量 I(t) 为 
上 述 两 项 之 和 ,由 (2,1, 邹 式 表示 ,这 就 是 (2,1, 式 的 实际 涵义 ， 
记 


P(t)=e”, 
将 (2.1. 中 的 概率 函数 写成 更 一 般 的 形式 P(t) ,得 
1G) = DPO) + '85G0IGOPG - uddu, (2.1.3) 


其 中 根据 实际 意义 应 假定 P(t) RF BTS AE PO) = 1. 利用 数学 期 
望 概念 RAF 1.2.4 段 的 推导 ,可知 平均 染病 期 为 


[pco 
POSEE IHRE Ye en a AE 
关于 上 述 概率 函数 P(t) ,有 两 种 常见 形式 ;一 种 就 是 以 前 所 讨论 的 指数 函 
数 P(D = ez , 即 恢复 率 系数 为 y , 它 反映 病人 的 数量 按 指数 规律 逐渐 恢复 : 另 
一 种 重要 形式 是 阶 跃 函数 


1, OSET, 
P(t) = 
e lo; t>r, (2.14) 


其 中 + = i 为 平均 染病 期 , 形 如 (2.1.4) 的 概率 函数 反映 了 当 染 病 者 所 经 历 的 


病程 到 达 t 时 ,完全 康复 而 不 再 有 传染 力 , 当 病 程 小 于 t 时 始终 具有 相同 的 传染 
力 ,采用 形式 (2.1.4), 有 
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1, OSt-a<r, 
ro w= | 
( u) 0, t-u Èr, 
1, tr-r<ue, 
0, OSu<t-t. 


ERIS Lm cA LP) = 0 AMA 是 方 程 (2.1.3) 变 成 
IG) = [88 G01G0PG - uddu =| BSQ1GOdi.— (2.1.5) 
两 端 对 CREE ,得 其 微分 形式 
U L SOME) - 886 -DE - 0. (2.1.6) 
方程 (2.1.6) 是 一 具有 时 游 MERATE BS EST ERE RE 
微分 方程 的 一 种 重要 形式 ,有 关 时 游 微分 方程 的 基本 知识 可 参阅 | 1 一 4] ， 
方程 (2.1.6) 所 表示 的 传染 病 学 意义 是 十 分 明显 的 ,其 中 BOLD 表示 
时 刻 单位 时 间 内 染病 者 的 数量 ; ABC — DIG — DAT e- c 时 刻 单位 时 间 内 
染病 者 的 数量 , 由 于 所 有 病人 痢 经 过 时 间 段 "康复 ,而 且 没 有 出 生 和 死亡 ,所 以 t 
时 刻 单位 时 间 内 病人 数量 的 改变 应 该 是 上 述 两 项 之 差 , 因此 ,方程 (2.1.@ 也 可 
以 根据 上 述 分 析 而 直 楼 写 出 .这 样 一 来 , 当 不 考虑 种 群 动力 学 因素 时 ,具有 固定 
恢复 期 HEZEAN 的 SIS 模 型 为 


Bl P(e- a) = | 


E =- PSE) + BSCC 7 00 7 r), 
d (2.1.7) 
3.2 SIU) - BG - 00 - 09 

ROB Hof e rS EPI e PERSE RE B e sr 


模型 (2,1,7) 是 一 个 具有 确定 时 滞 (fixed delay) 或 离散 时 滞 (discrete delay) 
的 微分 方程 组 , 它 假定 病人 的 患 病 期 (恢复 期 ) 都 是 统一 的 常数 这 是 一 种 理想 
的 简化 ,实际 上 病人 恢复 期 的 长 短 因 人 而 异 ,经 过 一 时 间 段 < 有 的 病人 可 能 恢 
复 ,有 的 病人 尚未 恢复 , 设 经 历 病程 r 后 尚未 恢复 仍 为 病人 的 概率 为 P( 9 ,显然 
BPO) = 1. 这 样 在 t - r 时 刻 单位 时 间 内 的 新 患者 ,经 历 病程 rz 到达 + 时 刻 时 
仍 为 病人 的 数量 为 Ba- dt- Æ). TAE ,在 时 间 段 [t (ed Dt - 
可 的 新 病人 数 Ba- 9IG 一 Dd rt 到 t 时 刻 仍 为 病人 的 数量 为 BBrt - DIC 
- DP( Ddt 所 以 在 4 时刻 以 前 所 有 的 患者 到 +t 时刻 仍 为 病人 的 数量 为 


1G) = NT - OG - )PG)de = [scoop - u)da. 
EP) 可 导 , 将 上 式 两 端 对 t 求 导 得 
= (ODIO) + SODIO Cr = uddu 
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A gscoro -J ps IG OC P(r) dz, (2.1.8) 
o 


其 中 设 |”P(r)dr = 二 erase S - P(r)dr = 1. 
o 


(2.1.9) 式 的 传染 病 学 意义 也 是 很 清楚 的 ,事实 上 ,注意 到 P(t et — H 
刻 的 新 病人 经 过 时 间 t 到 t 时 刻 仍 为 病人 的 概率 ,类 似 于 1,2.4 段 的 分 析 可 知 ， 
把 恢复 时 间 看 作 一 随机 变量 x ,概率 PO - cc x « t) = 1-P(d. FE 
-P(Y REE t 时 刻 病 人 恢复 的 概率 分 布 密度 ,从 而 (2,1,8) 式 右 端的 积分 
式 表示 上 时 刻 以 前 所 有 病人 在 + 时 刻 单位 内 时 间 恢 复 的 数量 , 即 t 时 刻 的 恢复 
率 , BOLG) 为 上 时 刻 的 患 病 率 ,所 以 (2.1,8) 式 表示 了 时刻 病 人 的 变化 率 为 
此 时 刻 患 病 率 与 恢复 率 之 差 , 若 将 病人 经 历时 间 段 r 后 恢复 的 概率 分 布 密度 
-P (VBA EC c , 则 (2.1.8) 式 可 写成 


GF - gsco ito - [886 = Ur 2) (ede, 


其 中 Amdr = 1. 因此 ,恢复 期 按 概率 密度 f (+ 连续 分 布 的 K -M SIS 


型 为 
ds me 
de =- gsi Ii) «f BSG - IG - wf (rede, 
o 
(2.1.9) 


d = SE) - [ase - OG =e) f(r)de. 


这 是 一 个 具有 分 布 时 洲 (distributed delay) GS 5 Ef f ( continuous delay) 的 微分 
方程 组 ， 

积分 方程 的 传染 病 模型 的 建立 

我 们 也 可 以 直接 来 建立 积分 方程 形式 的 模型 .系统 (2.1.2) 或 一 般 的 形式 
(2.1, 鸡 给 出 了 在 无 种 群 动力 因素 时 , 患 病 者 数量 变化 规律 的 积分 形式 ,现在 考 
虑 有 种 群 动力 因素 情形 , 设 人 口 的 输入 率 为 A, 自然 死亡 率 与 因 病死 亡 率 系 数 
分 别 为 d 与 wm 再 设 患 病 者 经 历时 间 段 u 后 仍 为 患 病 者 的 概率 为 P(u ,P (0) = 
1 Pode = z( 平 均 染病 期 ), 类 似 于 (2,1,3) 式 可 知 ,t 时刻 的 患 病 者 数 应 
为 t = 0 时 已 有 的 病人 到 + 时 刻 仍 活着 的 病人 数 与 从 t =0 到 上 时 刻 的 新 患者 在 
x 时 刻 仍 活着 的 病人 数 之 和 ， 

Kh 表示 t = 0 时 已 有 的 患 病 者 ,这 些 病 人 在 t 时 刻 仍 为 患 病 者 的 数量 应 
为 P(t) ,由 于 自然 和 因 病死 亡 ,到 上 时 刻 尚 存活 的 数量 为 IDP (o)e 

再 从 0 到 + 的 时 间 段 上 考虑 微小 时 间 段 | u,u + du] ,在 此 时 间 段 du 内 新 感 


$21 Pisis fena aepo Q8 


染 者 数量 为 Bu) I(u du ,到 时 刻 上 仍 为 病人 者 的 数量 为 B) IG) P (t - 
u)du, 其 中 尚 存活 者 数量 为 Bu) (uP (t - u)e 97? du, 于 是 从 0 到 t 时 


间 段 新 患 病 者 到 CELES ELES E EION 
u)e 4*9 79 44 ,所 以 ,在 t 时 刻 存 活 的 患者 总 数 为 
I(t) = P(e! + '88G0rG0PG = ule dy, 
由 于 有 因 病 死亡 ,容易 得 出 总 人 口 数 N(t) = [(t) + S(t) 的 变化 规律 为 
aN = A - dNG) ~ al (t). 
将 其 作为 N 的 一 阶 线性 微分 方程 形式 地 求解 得 
NG) = Noe + jita - al(u)]e 4 "du. 
于 是 具有 种 群 动力 因素 的 上 述 SIS 模 型 可 用 下 述 积分 方程 组 给 出 
IG) = SPG)e C? + | BINC) -DIEU PG - a)e tdu, 


NG) = Nye + [ita ~ al(u)]e ^ "du. 


2.1.2 ”模型 举例 


具有 出 生 与 死亡 以 及 常数 恢复 期 的 SIS 模型 
设 种 群 的 出 生 率 为 常数 A ,单位 时 间 内 自然 死亡 率 系 数 为 p Am 自然 死亡 


率 为 AN ,为 方便 起 见 a -K,HA- 三 ,于 是 种 群 的 变化 适合 下 列 方程 


IN L yak -pN = w(K ND. 


可 见 K = 全 是 环境 对 此 种 群 的 客 纳 和 ， 即 当 N = K 时 种 群 将 停止 增长 ,N > KK 


时 将 "m 

先 考虑 无 垂直 传染 和 因 病 死亡 情形 下 的 SIS 模 型 ,我 们 当然 可 以 建立 S(t) 
与 1(t) 所 满足 的 方程 组 ,但 由 于 这 时 种 群 总 成 员 数 N 将 随时 间 变 化 ,而 且 由 
56) +10) = N(t), 所 以 可 以 任意 选择 两 个 变量 ,有 时 我 们 选取 I 与 N 更 为 方 
便 , 设 恢复 期 为 注意 到 在 t- t 时 刻 的 染病 者 到 t 时 应 恢复 ,但 由 于 自然 死亡 
率 的 存在 ,这些 染 病 者 到 + 时 刻 仍 活着 的 概率 为 se” ,从 而 染病 者 在 t 时 刻 仍 
活着 而 成 为 康复 者 的 数量 为 MG - 中 S(t - 9e" ,于 是 SIS 模 型 应 为 
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d L BOUN) - IG] ple = OUNG - r) 
= He- cle" - p(t), (2.1.10) 
IN L wk- NC]. 


再 考虑 有 因 病 死亡 的 情形 , 设 因 病死 亡 率 系 数 为 w 由 于 自然 和 因 病 死亡 ， 
在 病程 结束 时 仍 活着 而 成 为 康复 者 的 数量 为 Ma -ANa - 9 - Kc - 
Dero, 于 是 (2.1.10) 式 将 变 成 


d = PUNGE) - 100] - BEC - ODUNG - 2) 
- qG o le (p+ HG), (2.1.11) 
dN _ 
Je = HUE C N(O) - alle); 
或 者 用 变量 8 与 1 表 出 为 
GS = pk - aSQ) - pS Ie) + SG - 0G - emm, 


= SCE) - BSGC- O TG ~ DEMO (p+ a)0GD. 
(2.1.12) 
如 果 出 生 率 不 是 常数 MESA 口 数 成 正比 为 bN(t) ,无 垂直 传染 ,而 且 选 用 标 
准 发 生 率 , 则 模型 (2.1, 12) 应 相应 地 修改 为 
dS - ans) - pS(t) - BS) + pS = D hog 


de NG) NG r) 
I BEI) (It cs 
T Po ORE ee - Get uto, 
(2.1.13) 
其 中 NG) 满足 方程 
AN -ONCD - al). (2.1.14) 


如 果 有 垂直 传染 , 则 (3,1,13) 中 的 bN(t) 应 分 解 为 bS(t) 与 bI(t) 两 部 分 ,分 
别 加 在 第 一 与 第 二 两 个 方程 中 ， 

具有 常数 潜伏期 w 和 常数 恢复 期 的 SEIR 模 型 

若 考察 无 种 群 动力 因素 情形 ,仿照 (2.1.7) 5X ,采用 双 线 性 发 生 率 ,可 将 模 
型 直接 写 出 


$2.1. 有 具有 时 湾 的 传染 病 动力 学 模型 (3 


(8 =- S(t), 


dE =- SOU) -PSU - FG - w), 


d. - l- wl- w) ~ BSG -w -DIG -w = 0. 


(2.1.15) 


AR L (r -u- Gens 
这 里 +- w 时 刻 的 感染 者 经 过 潜伏 期 w, 在 + 时 刻 成 为 具有 传染 力 的 串 病 者 :而 在 
t-o- 时刻 的 感染 者 ,在 上- HARR ,在 上 时 刻 成 为 康复 者 ， 
若 考虑 种 群 动力 因素 , 设 出 生 率 为 A, 自然 死亡 率 系数 为 p 因 病 死亡 率 系 
BUS & 仍 不 考虑 生 直 传染 , 记 A = BK , 则 相应 的 SEIR 模 型 为 


$k - SQ) - SOIO), 


SE = gs GO) = BSU - MG ~ eoe - REC), 


T = BU- aMG - we™ - BS 7 o - OG w- r) 


(2.1.16) 
set ne mL (s adit), 
AB = pst e - 0G - o - Den eT = RO), 
GN = LK - N(x) - af (2), 
HEP N(t) = SG) EG) & T(t) + RG). (2.1.17) 
具有 常数 免疫 期 的 模型 


若 出 生 率 为 A( 记 作 PK), 自然 死亡 率 系数 为 A, 因 病死 亡 率 系数 为 a WR 
率 系数 为 hi, 免疫 丧失 率 系 数 为 c ,选用 双 线 性 发 生 率 , 则 相应 的 SIRS 模型 为 


88 = MK = SQ) - SOG) + RU), 
Ht = gsco TG) - Qr 8 + add), (2.1.18) 
IR = aro) - pR (t) - RU). 


这 时 AT BOR ES SER AUE HT LE A S 美的 比例 是 按 
指数 eT 分 布 的 ,平均 免疫 期 为 上 


若 假设 和 免疫 期 一 常数 二 , 则 相应 的 模型 为 
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E = u[K - S(] - BSC) Me) + Ce ~ det, 
H = pole) He) - (Quei IC, (2.1.19) 
OR = sr) - RC) ~ at - Det. 
若 假定 恢复 期 也 是 一 常数 十 ncs tios 
48 = LK -SO - 80 IO) + pst - 1- 1o - 1-1) 


eode, 


= BOD - 8G - Dori - Le MOP (p+ ade), 


OB - gs - Dio - eet — go 1 iuo 4-4) 
exped - aR(G). 
(2.1.20) 
当然 ,我们 还 可 以 考虑 种 群 密度 制约 因素 BEER , 洪 伏 期 等 因素 ,这 将 使 
模型 变 得 更 为 复杂 


2.1.3 ”模型 研究 的 基本 方法 


对 于 具有 时 滞 的 传染 病 模型 来 说 ,人 们 关心 的 主要 问题 仍然 是 区 分 疾病 是 
否 流行 的 阔 值 的 表达 式 ,平衡 位 置 的 稳定 性 ,周期 解 的 存在 性 与 稳定 性 ,系统 的 
持续 性 ,以 及 有 关 控 制 与 预防 策略 等 ,特别 是 时 灌 的 变化 对 上 述 各 种 性 态 的 影 
响 , 下 面 ,我 们 仅 就 离散 时 湾 模 型 平衡 点 的 稳定 性 问题 ,通过 例子 说 明 一 些 基本 
的 常用 方法 ,进一步 的 研究 将 在 第 4 章 中 论述 ， 

局 部 德 定性 的 研究 举例 

我 们 以 SIS 模 型 (2.1,7) 为 例 来 说 明 研 究 平衡 点 局 部 稳定 性 的 特征 方程 法 ， 
由 于 S(t) +I) = KK( 常 数 ), 从 而 可 将 方程 组 (2,1.7) 化 成 下 列 方程 式 


d pK -OT -BOK -I (2.1.20 


判定 (2.120 的 平衡 点 1” 的 稳定 性 后 ,由 S* +I”= K ,也 就 得 到 了 
方程 组 (2,1.,7 平衡 点 (S”,I”) 的 稳定 性 ,下面 我 们 分 四 步 来 研究 (2,1.,21) 平 
衡 点 的 局 部 稳定 性 

(D 求 平衡 点 ， 

寻求 所 谓 (2.1,21 ) 的 平衡 点 就 是 求 方程 的 常数 解 ,显然 应 该 令 


§2.1 FUB EHE BS Ee tL AE CRI + 35° 


S=), 
代入 (2,1,21) ERE D" ,然而 若 将 I” 代 入 (2,1.,21), 则 得 到 
0-0. 
即 任何 常数 I” 都 适合 方程 (2,1,21), 这 是 因为 把 (2,1.5) 1679 (2.1.6) 时 ,通过 
求 导 运 算 扩 大 了 解 的 范围 ,(2.1.6) 的 解 不 一 定 能 满足 (2.1,5), 在 这 种 情况 下 , 
我 们 必须 回 到 (2.1. 号 式 来 求 平衡 点 , 即 求 方程 


IG) = Jf Bot - role (2.1.22) 


的 不 动 点 , 令 工 = 1° WAQ.22 得 
I1 2 BI'CK - 02e, 


从 而 解 得 
r-0 5 =K- 


(2) 求 关于 平衡 点 1” 的 线性 近似 方程 ， 
作 变 量 蔡 换 


rz 


IG) - D = alt), 
ROSE (2.1.22) ,并 取 其 线性 近似 部 分 ,注意 到 I” 满足 (2,1,22) 得 


u(t) = | BOK - 217 ula ddr: (2.1.25) 
或 代入 方程 (2,1,21), 取 其 线性 部 分 得 
K-21 Vult) -PK - 20 ut = 0. (2.1.24) 


方程 (2,1,24) 也 可 从 (2,1,23) 求 导数 得 到 ， 

(3) 求 特征 方程 ， 

令 ult) = cé* ,代入 (2,1,23) 或 (2,1,24) 化 简 后 得 

X- A tAe"* — 0, (2.1.25) 

其 中 A= RK -2I" ), 

(a) 判定 特征 根 实 部 的 符号 ， 

与 常 微 分 方程 类 似 , 当 所 有 特征 根 均 具有 人 负 实 部 时 ,平衡 点 局 部 浙 近 稳定 ; 
若 至 少 有 一 特征 根 具 有 正 实 部 时 ,不 稳定 ,特征 方程 (2,1,25) 虽然 形式 十 分 简 
单 ,但 它 却 是 一 个 超越 方程 ,一 般 说 来 将 有 无 穷 多 个 根 ,对 它们 的 判定 并 非 易 事 ， 
下 面 我 们 介绍 两 种 方法 ; 

第 一 种 方法 是 分 离 特征 方程 的 实 部 与 虚 部 利用 反 证 法 来 论断 特征 根 实 部 的 
符号 ， 

定理 2,1,1 7525778 (2.1.2). $ Re = Ke 

) ER «18H,(.1.21) £082? A D — 0 , 且 它 是 局 部 渐 近 稳定 的 ， 
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2 当 Ro > 1 时 ,(2,1,21) 除 I”= 0 外 还 存在 正平 衡 点 1” -K-u ,这 


Bl 


MI = OSI" = K -g 是 局 部 浙 近 稳定 的 
证 明 ”平衡 点 的 存在 性 已 由 第 1) 步 得 知 , 现 证 明 其 稳定 性 , 由 第 3) 步 已 知 
(2.1.2) 关于 平衡 点 I” 的 特征 方程 为 (2,1,25) XX. 
设 特征 根 为 ~= x + iy(y m0) ,代入 特征 方程 (2.1,25) FREE E BE 
t - A + Ae" cosyr = 0, 
y- Ae "sinye = 0. 
先 考察 无 病 平衡 点 I” =0, 此 时 ,A = BK 
Sy > 0 时 ,由 (2,1,26) 的 第 二 个 方程 可 得 
yt = BKre ™ sinyr. (2.1.27) 
£(2.1.27) 8 SSH, 25 BK ec 1 时 ,所 有 特征 根 均 有 负 实 部 ,事实 上 ,如 果 x 
0 , 则 由 于 e sinyr< y z (2.1.27) 式 不 可 能 成 立 ， 
Sy = 0 时 ,由 (2,1,26) 的 第 一 个 方程 可 得 
rr = PKr(1- e) 


(2.1.26) 


= fKr(xc - GY to) < BKrzrr. (2.1.28) 
若 存在 x > 0, 则 (2,1.28) 式 表明 
1< PKr<1, 


FEE x = 0 , 则 特征 根 A= 0, 077 18 (2.1.22) 所 对 应 的 解 为 不 动 点 I” 本 
5. 

综 上 所 述 , 当 Ro = KIL = 0 是 局 部 渐 近 稳定 的 , 易 见 此 时 正平 
War = K- 2 TEE. 

SR, > 1 时 ,容易 证 明 特征 方程 (2,1,25) 至少 存在 一 个 正 实 根 ,事实 上 , 令 

F(A) =A - BK + BKe". 

@ FO) =0,F (0) =1- BK««0, TES F(X «0,230 « < 女工 时 ;而 
F(+ 9) >0, 故 由 连续 函数 的 介 值 定理 知 F(》 = 0 至 少 存在 一 正 根 , 故 工 
0 不 稳定 ， 


下 面 讨论 当 Ry > 1 时 正平 衡 点 I"” = K-A 的 稳定 性 ,此 时 (2.1.26) 的 
第 二 方程 为 


yt = (2 - BK )e "sinyc. 
Sy 0H Ax BVO, BF 2- BK <1, 上 式 显然 不 能 成 立 ， 
Sy = Q BT (2.1.26) 式 的 第 一 个 方程 变 为 


§2.1 AAR R + 37+ 


ar = (2- KK)0 - 67) < (2 - fac. 
车 x >0, 上 式 不 能 成 立 ; 若 = 0 , 则 X= 0, 相 应 解 为 平衡 点 ,所 以 当 gKr > 1 


时 正平 衡 点 1”= K -g SAAT N. r 


第 2 种 方法 是 利用 下 述 不 等 式 ,但 只 能 证 明 渐 近 稳定 部 分 ， 
引 理 2.1.15. es [为 实 常数 ，》 为 复数 , 当 90, rt>0,ReX 之 0 时 
不 等 式 


poe ate l-e” 
Ed eaa 
与 
Ie | - (2.1.30) 
成 立 ， 
证 明 当 k>0,ReX 之 0 时 有 
femme | emm ias ier iede 
toas d-e* 
<| dz = Boc 
而 积分 
"agde 2 1- grs 
[te NT 
从 而 (2,1,29) 式 成 立 , 令 p> 0 04 (2.1.29) 式 两 端 取 极 限 , 则 得 (2.1.30) 
x, I 
现在 利用 引 理 2.1.1 来 讨论 平衡 点 的 局 部 稳定 性 ， 
对 于 I”= 0 ,相应 的 特征 方程 (2.1,25) AD 
KU- =1. 
若 Re 之 0 ,由 不 等 式 (2.1.30) 得 
1«fKr. 


从 而 当 K< 1 时 所 有 特征 根 均 具有 负 实 部 , 故 1”= 0 局 部 渐 近 稳定 ,对 于 天 
= K ~ ge , 相 应 特征 方程 为 
(uta 


若 ReX 之 0, 当 PK 2h EAR ERE, 1< AK 2, (2.1.30) 


Dit 3 关 0,X= 0 时 ,讨论 同 第 一 种 方法 . 
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式 可 知 上 式 不 能 成 立 ,故此 时 正平 衡 点 局 部 渐 近 稳定 ， 

由 以 上 讨论 可 见 SR, = R< 1 22.1.7) 仅 有 无 病 平衡 点 (K， 
0) , 它 是 局 部 渐 近 稳定 的 ; 当 Ro。 >11, (2.1.9 除 (K ,0) 外 还 有 一 地 方 病 平衡 
afak - x) .此 时 ,无 策 平衡 点 不 稳定 ,而 地 方 病 平衡 点 局 部 渐 近 稳定 ， 

由 基本 再 生 数 的 定义 易 见 

Ro = Mr (2.1.31) 

就 是 基本 再 生 数 ,R。= 1 是 区 分 疾病 能 否 消 亡 的 阅 信 

注意 到 这 里 的 国定 患 病 期 相当 于 (1.1. 翁 B KM SIS 模 型 中 的 平均 患 病 期 
二, 可 见 具有 确定 时 洁 的 模型 (2.1.7) 与 无 时 洲 的 相应 模型 (1,1 8) 的 结论 是 一 


样 的 ,这 一 事实 说 明 对 这 种 最 简单 的 K-M 的 SIS 模型 来 说 ,病人 按 指数 分 布 康复 
与 按 阶 跃 函数 康复 ,无 论 地 方 病 平衡 点 的 大 小 ,稳定 性 与 基本 再 生 数 都 是 一 样 
的 ,应 当 指出 ,这 是 因为 模型 结构 简单 而 且 没有 考虑 任何 种 群 动力 因素 的 缘故 ， 
一 般 说 来 ,指数 分 布 与 阶 路 分布 将 会 产生 差异 ,甚至 于 定性 性 态 上 的 差异 , 

在 模型 (2.1.7) PHR 表示 患 病 期 ,也 就 是 恢复 期 , 由 (2.1.3L) 可 见 基本 
再 生 数 R。= 1 等 价 于 囊 病 期 + = gc AMS < K 时 疾病 将 最 终 消 失 :而 当 


r> K 时 将 会 导致 地 方 病 ,可 见 患 病 期 过 长 将 会 改变 无 病 平 衡 点 的 稳定 性 而 产 


生地 方 病 ， 


由 于 我 们 所 证 明 的 稳定 性 只 是 局 部 的 , 当 r > K 时 ,无 病 平衡 点 (K 09 不 


稳定 ,在 它 附近 的 轨 线 均 远 离 点 (K ,0), 这 表示 疾病 不 会 消亡 ,但 由 于 仅 知 地 方 
病 平衡 点 (S”,I”) 局 部 稳定 ,在 它 附近 的 轨 线 趋向 于 它 , 换 句 话说 57 A BE 
I 较 大 时 是 否 仍 会 趋向 于 (S* D) 从 而 最 终 形成 地 方 病 尚 不 得 而 知 ,要 严格 
地 证 明 这 一 点 需要 讨论 全 局 稳定 性 ， 

全 局 稳定 性 的 研 究 举例 

在 常 微分 方程 中 我 们 讨论 平衡 点 的 全 局 稳定 性 时 常用 的 方法 是 构造 一 个 无 
限 大 正定 的 Liapunov 函数 ,使 它 沿 系统 轨 线 的 全 导数 在 所 讨论 区 域内 是 负 定 的 
(或 是 常 负 的 ,但 使 导数 为 零 的 集合 内 不 含 非 平凡 的 正 半 轨 线 ), 则 相应 平衡 点 在 
所 讨论 区 域内 是 全 局 渐 近 稳定 的 ,对 于 时 兆 系 统 也 有 关羽 的 结论 ,只 不 过 所 构造 
的 一 般 是 一 个 Liapunov 泛 函 ， 

下 面 我 们 以 一 个 具有 免疫 丧失 的 传染 病 模型 为 例 来 说 明 这 种 方法 ， 

HMO — 考虑 一 具有 疫苗 接种 的 SIR 模 型 , 设 疾病 传播 的 仓 室 框图 如 下 ， 


82.1 SURE Rn IER Fe +39: 


CA] 


A 3 je yi 


AL THR] 
Y a 4 
ds dS oS aR 


其 中 总 人 口 的 输入 率 (包括 出 生 ) 为 常数 A , 且 均 为 易 感 者 ,采用 双 线 性 发 生 率 ， 
d 为 自然 死亡 率 系 数 ， 为 因 病死 亡 率 系 数 , y 为 恢复 率 系数 ,P 为 对 易 感 者 的 有 
效 接种 率 系 数 , 即 单位 时 间 内 有 pS 易 感 者 被 有 效 接种 疫苗 ,他 们 将 直接 由 易 感 
类 S 进 入 移出 类 民 , 又 假定 疫苗 接种 的 有 效 期 为 常数 c mv A BOB 
在 上 时 刻 还 活着 的 将 会 失去 免疫 能 力 而 再 次 成 为 易 感 者 ,我 们 还 假定 疾病 的 恢 
复 者 具有 终身 免疫 能 力 , 于 是 ,相应 的 模型 如 下 


S = A - dS) -pS(t) - £SCOITQO + PSU = e, 
HK OIG) (dat DIG), (2.1.32) 
d =- yl) + p81) - ARU) - pS — e^. 


BF NG) = 86) € 10) + RG) E 


AN = A - dN(G) - al(e). 


注意 到 (2,1.32) 的 前 两 个 方程 中 不 含 R , 故 只 需 讨论 方程 组 


oS = A - (a PSO - £8LOIGD + 986 - De, 


FOI) - Gee DIO). 


定理 2.1,2 考察 系统 (2,1.33) (S, DC D- I(S;,DIS»0,1 20,8 
BA _ Bo 

(d+tatyldt+pU-e*)] (dtaty) 

(D SR, <1 (2.1.33 仅 有 无 病 平衡 点 Po (S, 0) ERD 内 全 局 渐 近 
稳定 ， 

(D 4R, > 1 时 , (2.1.33) BRP, 外 尚 存在 惟一 地 方 病 平衡 点 P(S, 
CRR, P TREP ED 内 全 局 渐 近 稳定 ,其 中 
= Tp)" s" = r 4 (1- ze): 


(2.1.33) 


er AL eR, = 


So B ~dtaty 


证 明 ”平衡 点 的 存在 性 由 系统 (2.1,33) 容易 得 出 ,下 面 仅 证 明 其 稳定 性 ， 
(1) 首先 将 平衡 点 Pu 变换 成 原点 ,为 此 令 x = S 一 5. TÆ (2.1.33 化 为 
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dt pæl) - Bre) LEG) 7 BIG) + pee - e), 
dL - ODLAS- (4 + a + y)]  ReCOIGD. 
(2.1.34) 
G.De€D-lo,niz»-sa»9,«rT«2- s]. 


取 Liapunov 函数 Vy = = + Sy. 
WAR (2.1.34) 的 轨 线 求 V, 对 上 的 全 导数 ,可 得 


dyu =- (d+ pa? Blt pe e) - r) 
t loa 
-So[(d +a + Y) — BSI). 
EDLE GAN 负 定 ,困难 在 于 处 理 pe “z(t1)r(t 一 r) 项 , 先 将 其 适当 放大 ,由 
于 
x(t)z- c) qe teas) 
从 而 
Be x - (d * px! - Bep PSU pe) + z(t —r)] 


-= Syd +a+7)— PS lie). 
不 等 式 右 端 HALS q) 可 以 并 入 右 端的 第 一 项 而 保持 负 号 , 故 尚 需 消 去 项 


PET (0 - -为 此 于 构造 Liapunoy 泛 函 


Ve = 2S f t GOda, 


dV, _ pe* 
dr lets 2 


这 样 , 取 V, = Vy + Vy ,就 有 


[x^(Q) - rt - 7)]. 


Me] me Da pO cet? Bel Sol(d + a 3) ~ ASIN). 
t leam 
HR < LRL ED 内 除 x = I = 0 外 负 定 KP, E D 内 全 局 渐 


HRE: 


$2.1 FORE a ZI EBOS tpe 


Ž R = 工时 EM BAMA SAR Ss = 0 时 为 零 , 由 (2,1,34) 第 一 方程 


BM x = 0 车 为 其 解 必 有 工 = 0 HTK = 0 的 集合 内 不 合 (2.1.34) 的 非 平凡 


SUR AUP, ED 内 仍 全 局 渐 近 稳定 ， 
(D AR, > 1 时 Py 的 不 稳定 性 容易 从 系统 (2.1.33) 的 线性 近似 系统 的 特 
征 根 讨论 获得 ,下面 证 明 P” 在 D 内 的 全 局 稳定 性 ， 
*x-8-8 ,系统 (2,1,33) BA 
dx 


Ge oo (d+ palt) -fel - (4 tat YE - 1) + petr = c), 
dl 
A RI. 
(2.1.35) 
Rer = 7A ag) >. 
_ (d * a t Y, eg orp 
mv, = +t Dl 1 ring), 
Ya =- (d & pya! — fi EL pe r(x(t — 2) 
t€ lagos 
<- (do p)x? + ËE "Le G) *x(-i1]. 
P" 
HE Va = 的 一 2 du, Ve = Va + Ya 可 得 
dv; E adr 2 
dé | 13s) td + paced. 
ave =0 BA. = 0. 而 若 x = 0 为 (2.1.35) ME GEIST. 
aaa 


eee = 0 的 集合 内 不 含 (2,1,35) 的 非 平凡 轨 线 ,所 以 P* (S, EDA 


全 局 渐 近 稳定 ， 1 
应 当 指出 , 对 模型 (2.1.3 而 言 , REABEM R 的 定义 有 R = 
A 


g^ 
quip EARMEN R .注意 到 S, 是 无 病人 时 易 感 者 的 数量 ,由 Re 
的 表达 式 可 见 , Ry 表示 在 无 病人 时 一 个 染病 人 在 其 平均 染病 期 内 所 能 传染 的 病 
人 数 , 无 病人 并 不 等 于 全 部 人 群 都 是 易 感 者 ,这 是 因为 由 于 疫苗 楼 种 ,在 移出 者 
民 关中 还 有 免疫 者 pS 存在 ,容易 看 出 , 当 c= 0( 免疫 有 效 期 为 零 ) 时 , 即 楼 种 失 


m 第 2 章 传染 病 动力 学 的 发 展 方向 概述 


败 ,这 时 So = 2 AT Re = Ro, 当 上 >0 时 ,我 们 称 R 为 接种 再 生 数 ， 


$2.2 具有 年 龄 结构 的 传染 病 模 型 
2.2.1 具有 年 龄 结构 种 群 模型 的 基本 知识 


年 龄 对 于 种 群 增长 规律 和 传染 病 流行 规律 而 言 都 是 一 个 重要 的 因素 ,因为 
不 同年 龄 段 的 物种 具有 不 同 的 生育 力 和 死亡 率 等 种 群 动力 因素 :年龄 也 影响 着 
传染 率 和 恢复 率 等 疾病 传播 因素 ,通常 有 三 类 具有 年 龄 结构 的 模型 ,一 类 是 离散 
模型 :一 类 是 连续 模型 :一 类 是 具有 生理 阶段 结构 的 模型 ,本 节 先 就 种 群 模型 进 


fid. 
具有 离散 年 龄 结构 的 种 群 模型 


把 所 讨论 物种 的 最 大 成 活 年 龄 区 间 分 成 n 个 相等 的 子 区 间 ,同时 把 从 to 开 
始 的 时 间 也 按 与 年 龄 子 区 间 相 等 的 长 度 加 以 划分 ,将 这 两 关子 区 间 分 别 从 小 到 
大 依次 编号 ,用 Nj (i = 12…aj = 1,2,…,n,…) 表 示 第 j 个 时 间 段 内 ,年 
龄 位 于 第 i 段 的 种 群 的 个 体 数量 ,忽略 种 群 规 模 变化 中 的 密度 制约 因素 , 设 p; 是 


年 龄 处 于 第 i 段 的 个 体能 活 到 i + 工段 的 概率 , 即 
Nena = BIN. 


BRB 是 年 龄 为 i 段 上 的 每 一 个 体 在 一 个 时 间 段 内 平均 生育 的 下 
于 是 有 
Na = ByNy + B:N} + BNy cc + BLN,» 
Nya = piNy, 
Nan = pis, 


Naai = bay: 


设 初 始 值 , 即 在 第 一 个 时 间 段 上 年 龄 位 于 各 段 的 个 体 数 量 ,N, Na 


Be. 
利用 和 矩阵 将 上 述 线性 系统 简洁 地 用 向 量 差分 方程 表示 为 
Na = AN, 
Ni, 
Na 


代 的 数量 ， 


Na 为 


(2.2.1) 


§2.2 具有 年 龄 结构 的 传染 病 模 型 + 43+ 


B, B, B, © B B, 
p 0 0-0 0 
0 0 0 0 
SEA = Pr 
0 0 A 0 0 
0 0 0 — 5&4 0 


方程 (2,2,1) 就 是 一 个 具有 高 散 年 龄 结构 的 种 群 模型 , 称 为 Leslie 矩 阵 模 型 ， 

有 具有 连续 分 布 年 龄 结构 的 种 群 模型 

对 于 个 体 数 量 很 大 且 可 世代 重合 的 种 群 ,可 以 认为 年 龄 是 连续 分 布 的 ,下 面 
来 建立 这 种 模型 ， 

WE (a ,t)da 表示 时 刻 t ,年 龄 位 于 区 间 [ a ,a + da ] 的 个 体 数量 ,f (a ,t) 称 
为 年 龄 分 布 函 数 , 设 时 间 与 年 龄 同步 (dt = da). ETZ t 年 龄 位 于 区 间 [ a — de, 
a] 的 个 体 数量 为 f(a 一 da ,t)da ,在 时 刻 t+ dt 这 些 个 体 除 死亡 者 外 均 应 成 长 
进入 年 龄 区 间 [a ,a + da] 而 达到 数量 f (a ,t+ dt)da , 另 一 方面 , 设 Xa — da) 
是 单位 时 间 内 年 龄 在 区 间 [ a。 一 da ,a] 内 的 个 体 死亡 的 概率 , 故 在 t 到 t 二 收 时 
间 段 内 ,年 龄 为 [a - da ,a ] 的 个 体 在 成 长 为 年 龄 | a ,a + da ] 过 程 中 的 死亡 数 为 

Yla — da )dt * f (a — da ,t)da. 

于 是 有 

fla -da,t) — f(a,t * dt) = yla- da) + f(a —da,t)de. 
将 上 式 两 端 分 别 用 Taylor 公式 展开 , 仅 保留 一 次 项 并 约 去 由 (da = dt) 因子 后 
得 


rr) =o. 


这 是 一 个 一 阶 双 B2 i OR RAE O) 的 表达 式 , 设 
B(a)da 表示 每 一 个 体 在 年 龄 区 间 [ a ,a + da] 平均 生育 下 一 代 的 数量 ,于 是 


fQ.Dda = [Be )Fla.t)dada. 
这 样 一 来 ,种群 的 年 龄 分 布 函数 所 满足 的 定 解 问题 是 


fit fat Walf =o, (2.2.2) 
f(0.0 = f BG da. (2.2.2) 
f(a,0) = fola), (2.2.2) 


其 中 第 三 个 方程 是 初始 条 件 ,给 出 在 开始 时 刻 种 群 年 龄 分 布 的 情况 ， 
平衡 年 龄 分 布 与 稳定 年 龄 分 布 
定义 2,2,1 车 年 龄 分 布 函 数 f (et) =f (a ) 与 时 间 无 关 , 则 称 f (a ) 是 一 
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平衡 的 年 龄 分 布 函数 ， 
平衡 年 龄 分 布 函 数 表示 各 年 龄 的 成 员 数 不 随时 间 而 改变 ， 


定义 2.2.2 RNG) = [7 a Oda ,表示 时刻 种 群 的 全 体 成 员 数 , 若 


fla,t) _ 
NG) = Ala), 


BUS £ (a , 0) AIEE BIER £T RL RR Ae ES Do DR 
群 

稳定 年 龄 分 布 函 数 表 示 各 年 龄 的 成 员 数 在 全 体 成 员 中 所 占 比例 feas da 
不 随时 间 而 改变 ， 

显然 ,平衡 年 齿 分 布 函数 一 定 是 稳定 年 龄 分 布 函数 ,但 稳定 年 龄 分 布 函数 并 
不 一 定 是 平 衔 年 龄 分 布 函 数 ， 

28221 种 群 具有 稳定 年 龄 分 布 函 数 的 充 要 条 件 是 其 年 龄 分 布 函数 可 
以 变量 分 高 ， 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 , 现 证 充分 性 

设 fla,t) = AG)TQO) TQ) > 0. 由 于 

NG) = |" AG) Tae = T()f AGOdo, 
o o 


siu Kat) = AG) ls ER, I 
NU) f AGda 
定理 2,2,2 2:8 (2.2.2), 存在 适合 边界 条 件 (2,2,, 且 具 有 稳定 年 龄 分 
布 解 的 充 要 条 件 是 存在 常数 ,适合 方程 


[Bla)e wr(a)da =1, (2.2.3) 


ALLA ERY A (a) & ,其 中 x(a) =e 表示 生物 个 体 从 出 生活 到 年 龄 
为 a 的 概率 ,方程 (2.2.3) 称 为 此 模型 的 特征 方程， 

证 明 (D 必要 性 , 设 (2.2.2) 存在 稳定 年 龄 分 布 的 解 , 由 定理 2,2,1 此 解 
必 可 变量 分 离 , 设 为 


f(a,t) = A(a)T(t), 
RA (2.2.2) 得 
A(a)T (1) +A (a)T(t) + Y(a )JACa ) T(1) =0, 
即 
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上 式 相 等 说 明 等 式 两 端的 值 只 能 为 一 常数 , 设 为 ,从 而 有 
T(t) - ATQ) = 0, 
A'(a) * [A * Y (a) JA(Ca) = 0. 
解 之 得 
m = TO", 
Ala) = A(0)e "n(a). 


f(a,t) = A(QDT(0)8" nla), (2.24) 
RAT JR TE (2.2.0, ,并 消去 公 因 式 后 ,得 


三 ao "zn(a)da = 1. 


这 说 明 EREA (2.2.3), 

( 充分 性 , 设 存在 常数 适合 特征 方程 (2,2.3), 将 其 代入 (2,2,4), 所 得 
到 的 解 f(a ,t) 显然 可 变量 分 离 ,从 而 是 稳定 的 年 龄 分 布 函 数 , 且 适 合 边 界 条件 
(2.2.2,. B (2.24) 可 见 此 解 具有 形式 Alaje, X P Ala) = 
A(0)T(De " (a). 

定理 2.2.3 J/8(Q.2.2, AERE RES 15 AC (E (2.2.2, 的 稳定 年 
龄 分 布 解 ， 

证 明 ”由 定理 2,2,2 我 们 只 需 证 明 特 征 方程 (2,2,3) 有 且 仅 有 一 实数 解 ， 


n 
Ga) = NO "x(a)da. 
容易 看 出 ,G(- œ) = + 0,G(+ 99) = 0 ,而 且 
CA) =- |" aBlade*nladda « 0. 


所 以 G( 为 = 1 有 且 仅 有 一 个 实 根 ,于 是 ,e* na) HER (2.2.2), 满足 边界 条 件 
(2.2.2), WREATH , (2,2,2, 满足 边界 条 件 (2,2, 罗 ,的 所 有 稳定 年 龄 分 
只 能 是 d nla) 的 常数 倍 , 即 (2,2,2 仅 有 一 族 稳 定 的 年 龄 分 布 ， 
应 当 指出 , 由 稳定 年 龄 分 布 解 的 表达 式 (2.2.4) 可 见 ,这 样 的 解 一 般 说 来 并 
不 能 满足 事先 给 定 DTI 8 A (6 (2.2.2), , 若 要 它 满足 初始 条 件 fy (a ) ,就 需要 求 
fo(a)=A(0)T(O)s”r(a )， (2,2.5) 
PAUL DA SCR IS sg GATE (a) 与 a&* ma) 成 比例 ,今后 凡 论 及 模型 
(2.2.2) 的 稳定 年 龄 分 布 解 时 ,都 理解 为 初始 条 件 已 适 当地 给 定 
定理 2.2.4 ”考察 模型 (2,2,2) , 设 N(t) 是 具 稳定 年 龄 分 布 种 群 在 上 时 刻 
的 全 体 成 员 数 , 令 


+ 46+ 第 2 章 传染 病 动 力学 的 发 展 方向 概述 


R = | Ba)z(e)de， (2.2.6) 
o 


其 中 x(a) = eh , 则 对 此 稳定 年 龄 分 布 的 种 群 有 
(1) ŠR < 1 时 , lim N(z) = 0 ,种 群 走向 绝 灭 ; 
(2) 当 R > 1 时 , lim NG) = + % ,种 群 数量 无 限 增长 ; 
(3) 当 R = 1 时 ,f(a,t) = fo(a) ,种 群星 平衡 年 龄 分 布 ， 
WES] ”由 定理 2.2,2 知 当 种 群星 稳定 的 年 龄 分 布 时 ,其 年 龄 分 布 具 有 形式 
f(a,t) = folas, 
其 中 为 特征 方程 (2.,2.3) HEIR, f (a) 由 (2,2., 驴 给 定 ,此 时 


NG) = | fta. da = e [^ fala dda. 


M 4R = 三 B(orte)da 之 1 时 ,由 特征 方程 (2.2.3), 必 有 < 0 ,从 
而 
Jim NC) = lime” |” fla)da = 05 
(2 当 R > 1 时 ,由 特征 方程 可 见 必 有 >>0, 从 而 
Jim NG) =+ 09; 
(3) 当 民 = 工时 ,由 特征 方程 知 , 必 有 X= 0, 从 而 
fla,t) = fala). 
由 (2.2.6) 式 定义 的 民 称 为 种 群 的 再 生 数 . 它 是 区 分 种 群 走向 绝 灭 与 否 的 阅 值 ， 
上 述 定理 2.2.4 的 结论 是 对 系统 (2,2.2) BUETE RUE ERD E 
的 .对 于 (2,2. 的 其 它 解 所 表示 的 种 群 而 言 有 以 下 重要 结论 , 现 陈述 如 下 ,证 
明 可 参阅 | 7,8]， 
定理 2,2.5 W x 为 特征 方程 (2.2.3 的 实 根 . 则 系统 (2,2.2) IEEE RE, 
即 具有 任 一 年 龄 分 布 函数 f(a o) 的 种 群 ,满足 
(D at <O, lim NG) = 0 PRE RAR: 
(2) 4a’ > O Bt lim NCÓ) =+% H 


Jim le flat) ~ gG ala) = 0, 
即 年 龄 分 布 函数 (0 随 t MA TRDE TRE Bede oD ER 
ge" alade t 
(3) x = 0 时 ,年 龄 分 布 函数 f (a , 口 将 趋向 于 平衡 年 龄 分 布 函数 
a(t ) xa) ,其 中 常数 
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[see [eem duds 
4 o s 


[, Be? teas 
从 以 上 定理 可 见 ,种 群 的 平衡 年 龄 分 布 结构 是 不 稳定 的 , 当 出 生 率 系数 B (a) EX 
死亡 率 系 数 ya) 稍 有 变化 时 ,将 导致 R = 全 sortode ER = 1 变 为 


R LER > 1, 从 而 种 群 必 走 向 绝 灭 ,或 成 员 趋 向 无 穷 , 之 所 以 会 出 现 这 一 不 
合 实际 的 情况 ,是 因为 我 们 在 建 模 时 忽略 了 密度 制约 等 其 它 因 素 ,如果 考虑 密度 
对 出 生 ,死亡 的 影响 , 则 模型 (2,2,2) 相 应 地 变 为 

f+ fh + yla, N)f=0, 


f(0,t) = [| Bla, N) G. Oda, (2.2.7) 


f(a,0) = fola). 

由 于 BS y 均 通过 N 与 f(t,N) 有 关 , 所 以 模型 (2,2,7) 中 的 方程 和 边界 条 件 都 
是 非 线 性 的 ,这 给 模型 的 研究 带 来 了 很 大 的 难度 ,对 某 些 特 殊 情 况 的 讨论 可 参阅 
[9]. 

具有 分 组 年 龄 (生理 阶段 ) 结构 的 种 群 模型 四 

在 许多 情况 下 ,年 龄 对 种 群 增长 的 影响 并 不 表现 在 每 一 年 龄 值 上 ,而 反映 在 
不 同年 龄 阶段 上 ,例如 对 人 群 来 说 ,可 划分 为 幼儿 ,少年 , 青 壮年 ,老年 等 几 个 不 
同 的 年 龄 段 , 各 年 龄 段 的 人 群 其 出 生死 亡 以 及 其 它 习 性 可 能 有 明显 的 差异 ,这 
时 ,我 们 可 从 连续 分 布 年 龄 结构 的 模型 出 发 ,导出 分 组 年 龄 结构 或 称 生理 阶段 结 
构 的 模型 ,下 面 仍 以 简单 的 模型 (2,2, 为 例 介 绍 分 组 年 龄 结构 模型 导出 的 过 
B. 

将 最 大 年 龄 区 间 分 成 n. 段 记 作 [ a.a], i = 1,2, n BP a, = 0,0, 
=+ ,最 后 一 个 年 龄 段 [ al ,av ] 对 应 于 所 有 年 龄 不 小 于 a, 的 人 群 , 设 年 龄 
在 [ a;-1 ,a; ] 段 的 人 群 具有 相同 的 出 生 率 B, 和 死亡 率 ¥, 并 假定 由 (2,2,2) 所 确 
定 的 种 群 已 达到 稳定 的 年 龄 分 布 , 即 f(a ,日 = Ata de ,从 而 在 年 龄 段 [ a.，， 
a, ] 的 个 体 数 为 


N,(t) =|" 


A(a)e'da = pe", (2.2.8) 
a 


其 中 p; = f A(a)da 表示 在 t = 0 时 (初始 时 刻 ) FRA ai ,a; ] 的 个 体 数 ， 


由 于 下 面 的 需要 ,我 们 来 建立 Pi 5 A (aL ) 之 间 的 关系 式 ,为 此 ,将 f(a Lt) 
= Ala) d! RA (2.2.2), 中 得 一 常 微分 方程 


+ 4B 第 2 章 传染 病 动力 学 的 发 展 方向 概述 


dA(a) _ 


de —(% + A)ACO. 
在 区 间 [ a1, ,a; ] 上 求解 得 
Ala) = A(a, expl - (x, + A)(a - ai1)]. (2.2.9) 
再 在 区 间 [ aj. ,a; ] 上 积分 得 
Bi = Ala) ll expl- (7: + A2; 7 a d] HO +A) i = 3.2, 
(2.2.10) 


为 方便 起 见 , 令 c= Ata) HH (2.2.9), (2.2.10) f 


加 ya 

= expl% + aa - a] - E 
现在 来 把 系统 (2,2,2) 化 成 相应 的 常 微分 方程 组 ,首先 将 f(a ,日 = Alad fX 
A (2.2.2) ,并 在 [0 ,al ] 上 将 方程 (2,2,2)， 两 端 对 a 积分 得 


(ey [" AGOda +e” (Alai) - AQ) + niet |" AG =0. 


(2.2.11) 
由 边界 条 件 (2.2.2), 可 知 


A(O)e" = f(0.0) = [7 Bla )A la) da 


B,A(a)e" da. 
PB m.2.8) 式 可 得 

AO = SBN, C). 
BF Ala) = pia , 故 “ 


Alai) = cy pre” = c N,G). 
于 是 ,方程 (2,2,11) 可 改写 为 


aN - SBN) -Q + e)NG. (2.2.12) 
再 对 方程 (2.2.2)， Elan a ] 上 两 端 积分 ALTE 
dN; 
de 
TE = eaN a = nN GO 
这 样 一 来 ,研究 系统 (2.2.9, 满足 边 界 条 件 (2.2. 公 ,的 稳定 年 龄 分 布 解 就 转化 
为 研究 由 (2.2.1 5 (2.2.13) 所 构成 的 口 维 常 微分 方程 组 的 解 ,这 将 使 问题 大 


—-cuaNG CY te)NGO) 2Si<a-l, 
(2.2.13) 
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由 此 常 微 分 方程 组 可 见 ,常数 s 是 从 i 年 龄 组 的 个 体 进入 i + 1 组 的 转移 率 
pi = 1,2,…,n) 是 初始 时 刻 第 i 个 年 龄 组 的 个 体 数 ,我 们 可 以 把 各 年 龄 
组 的 个 体 数 p, 通过 第 一 个 年 龄 组 的 个 体 数 p, 和 转移 率 系 数 ,死亡 率 系 数 表示 出 
来 ,事实 上 ,由 (2.2.9) 与 (2.2.10) 式 不 难看 出 
A(a;) - A(aja) =—(¥ + DPR. (2.2.14) 
由 于 A(a; ) = eB, RA (2.2.14) 式 化 简 可 得 


bou Sebi, iz. 


反复 迭代 得 


Cia G2 Py 
TT FAG + a AY Ce Fe FAY 


下 面 考察 特征 方程 (2.2.3) 在 年 龄 组 结构 系统 中 对 应 于 什么 9 
Ji BGOe*e(aMda = xa e" (ada 


(2.2.15) 


= Bia, Alda = 22a) 


_ P Bicacacoap 
~ ais * > AW)(e; + y, + IC Tx. ES iy; FV +A) 


(2,2, 14) RE 


AQ) = Ale) t Hu + DP. 
T Ala) — o p, AM AO) = Ce + x + XPp1 .于 是 特征 方程 (2,2,3) 在 这 
种 情况 下 变 为 
< Boje. CL 
TT Fy GFA) eG FI FAG FIFA) T 


(2.2.16) 
相应 地 ,种群 的 再生 数 尺 = | Ba) Ga)da ZM 
_x Boj 6s-2° 
R= D Gent Pala PP TY (2.2.17) 


BR E (2.2.12) 可 从 (2,2,16) APS 和 = 08 $1.15 (2.2.17) 右 端 展开 ,也 可 
写成 


1 e 
- + 
R= B ogy, + Begas ery) 
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Caa Cl 


+ Be CF Me + Vea er Fy) 
定理 (2.2.4) 的 结论 在 这 里 仍然 成 立 ， 
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本 段 将 通过 一 个 具有 年 龄 结构 的 传染 病 模型 为 例 来 说 明 建 模 思想 ,疾病 消 
亡 与 否 阔 值 的 寻求 ,以 及 无 病 稳定 年 龄 分 布 的 稳定 性 ,进一步 的 研究 将 在 第 6 章 
PÉR, 

具 年 龄 结构 的 MSEIR 模 型 的 建立 

与 前 述 的 传染 病 模型 相 比 ,这 里 我 们 添加 了 一 个 仓 室 M , 当 母 亲 被 某 种 传 
染病 感染 后 ,她 的 体内 将 产生 相应 的 抗体 ,而 这 种 抗体 将 通过 胎盘 传递 给 胎儿 ， 
所 以 对 那些 处 于 潜伏 期 ,染病 期 和 已 恢复 的 母亲 ,她们 所 生育 的 下 一 代 , 在 一 个 
短暂 时 期 内 有 自然 免疫 力 , 称 为 被 动 免 疫 (passive immunity), 经 过 一 定时 期 后 , 
RENEK , 变 成 易 感 者 ,我 们 把 这 类 个 体 归 入 M 类 ,并 用 M S LE TAR 分 别 
表示 在 被 动 免 疫 类 , 易 感 者 类 ,潜伏 者 类 ,染病 者 类 和 康复 者 类 成 员 的 年 龄 分 布 
BR ,种 群 全 体 成 员 的 年 龄 分 布 函数 为 f (a ,t) =M +S+E+I+ 民 .于 是 , 例 
如 ,时 刻 上 年 龄 段 为 [al ,az] 的 易 感 者 数量 为 | sca code 时 刻 种 群 的 成 员 


总 数 为 | ptas eda. 

设 从 M ,E ,I 各 类 中 传递 到 下 一 仓 室 的 传递 率 系 数 分 别 为 常数 S ux B 
然 死亡 率 系数 为 d (a) :在 上 时 刻 从 年 龄 为 a 的 易 感 类 移出 成 为 患 病 者 的 移出 率 
系数 为 Mat) ,不 考虑 因 病 死亡 率 和 垂直 传染 ,于 是 综合 年 龄 分 布 种 群 模型 和 
传染 病 模型 的 建立 方法 ,容易 得 到 具有 年 龄 结构 的 下 述 一 阶 偏 微 分 方程 组 ; 


2M LIM = (8 e d(a))M, 

2. = 6M - d(a)S - Bla,t)s, 

2E + SE = Bia 08 - dE - E, (2.2.18) 
A.P = eE — d(a)I - vf, 

IR OR - s - 4G0R. 


显然 
H+ = dla) Gs, 
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其 中 Ma ,t)S 为 + 时 刻 年 龄 为 a 的 易 感 者 的 疾病 发 生 率 ,下 面 建立 (a t) 的 表 
达 式 ,年 龄 为 a 的 易 感 者 可 能 与 任 一 年 龄 的 染病 者 接触 而 造成 感染 , 设 单位 时 间 
内 一 个 年 龄 为 a HARE SER Aa 的 他 人 的 有 效 接触 次 数 , 即 有 效 接触 率 为 
变量 分 离 形式 :b(a bla). 当 被 接触 者 为 病人 时 ,就 会 传染 EER RI aa + 


da] 上 的 病人 数 为 (a, t)da ,在 种 群 成 员 总 数 中 所 ip og LO da 
J, f(a, t)da 


因此 
J DBEa, 04s 
J, Fa ada i 


边界 条 件 应 由 新 生 儿 组 成 ,新 生 儿 有 具 被 动 免疫 者 和 易 感 者 两 部 分 , 设 种 群 
的 出 生 率 系数 为 B(a ), 于 是 边界 条 件 为 


M(0,1) = f BMa,t) + E(a,t) + I(a,t) + R(a,t)]da, 


Bla,t) = (2.2.19) 


S(0,0) = 全 Bla)s(a, de, 


(2.2.29) 
E(0,1) = 0, 
1(0,2) = 0, 
R(0,:) = 0. 
初始 条 件 为 
M(a,0) = My(a). S(a,0) = So(a),E(a.0) = Esla), (2.2.20) 


1(a,0) = I (a), R(a,0) = Rola). 
于 是 具有 年 龄 结构 的 这 个 MSEIR 模型 便 由 具有 表达 式 (2.2.19) 的 方程 组 
(2.2.18) ,边界 条 件 (2.2.20 ) 与 初始 条 件 (2.2.21) 构成 ， 


稳定 年 龄 分 布 

对 上 述 MSEIR 模型 作 归 一 化 变换 , 令 

m(a,t) = WER, stasi) = Hen, ease) = BED, 
: — Ia,t) = R(a,t) 

Hast) = FT r(a 1) = got 


WBA (2.2.18) BHA 
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am 3 

+ ar =— om, 

$3: +95 = am — B(a Ds, 

$e «96 = Blast)s -ee， (2.2.22) 

Ji ði ` 

Jg tap = OM 

9. 9 
假定 种 群 的 总 成 员 已 达到 稳定 的 年 龄 分 布 , 即 

fCat) = A(QDT(De" nla de’. (2.2.4) 

容易 看 出 , 若 取 常数 A(0)T(0) = pH F 


E 
f €" x(a)da' 
则 初始 时 刻 (t = 0) 时 的 成 员 总 数 为 
[Pada = pf enda = 1. 
实际 上 ,这 相当 于 适 当选 取 初 值 A) TO) ,将 初始 时 刻 的 成 员 总 数 归 一 化 这 
时 有 
f(a,t) = pe*r(a)e”, 

RA (2,2, 19) 式 得 


Bla,t) = 6G 6 Gi De" n (ada. (2.2.23) 
边界 条 件 变 为 


mQ.o = J" BO - sta, Je" nGOda, 
+ (2.2.24) 
s(0,2) =f B(a)s(a ,t)e "n(a)da. 


由 定理 2,2,2 知 
m(0,t) + s(0,:) = fi Blade vr(a)da =1. 


SRR (2.2, 18) 达到 稳定 年 龄 分 布 状态 时 ,m ,s,e,i,r 均 仅 为 a 的 函数 而 
与 t 无 关 , 这 时 方程 组 (2,2,22) 晓 化 为 下 述 常 微 分 方程 组 ， 
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dm __ 

da = ôm, 

r4 = dm — kb(a)s, 
de 


da^ kb(a)s — ee, 


ifj (2.2.23) RHE A 

Bla) = kb(a), k= J, Baila ype*x(a)da, (2.2.25) 
边界 条 件 (2.2.24) BUCO E A TE EUB AGE (me ,8 0,0 0C mo +s 
=) . 解 此 常数 微分 方程 组 ,得 


mla) = (0- se, 
sla) = e^? [sy + à(1 = sof eA ded, 
o 

ela) = e aGner Ls, *é(l- so) [ee da lay, 

o » 
i(a) = e eer [aye A cs +1- so [ete da Jdydz, 
rla) = | zt(z)dr， 

(2.2.26) 


Er AQ = |B uddu BG = kola). 


容易 看 出 , 当 k = OBA ie) 50, AM ela) = r(a)—0,s(a) = (a), 
m(a) = mo (a (a (a) + mo (a ) — 1), BDXESE TEREE ER (mo ,am ,0 ， 
0,0) 0; 当 k >0 时 ,存在 地 方 策 稳定 年 龄 分 布 ， 

定理 2.2.60 ”考察 具有 边界 条 件 (2.2.24) 的 系统 (2.2.22) , 令 

R, = [ Bodpe Pan ccf o(yedydeda, (2.2.27) 


WAR, > 工时 系统 (2,2,22) 存在 惟一 的 正 的 (地 方 病 ) 稳定 年 龄 分 布 如 


DREE, Se(G)m ig (a) = ro (a) 一 0 时 , 随 着 t+ 的 增 大 ,若干 代 之 后 , 攻 有 mla) 
三 0. 从 而 s (a) ==1. 所 以 无 病 稳定 年 龄 分 布 实际 上 也 就 是 (0.1.0.0.0). 
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(2.2.26 ) 所 示 : 当 Ru SLM LARRABEE AA | 
证 明 ”关键 在 于 证 明 当 R。> 1 时 存在 由 (2,2,25) 所 确定 的 正常 数 k, 将 由 
(2.2.26) 所 确定 的 稳定 年 龄 分 布 函数 (a) 代入 (2,2,23) 式 得 


Bla) = 66a)” Bape “nla)e ec aly 
-Lss + 8 - se) ear ldydzda. (2.2.28) 
由 于 此 时 s(a t) m ola) 5 t EH, (2.2.24) R4 
se = 5(0) = 5(0,0) = [Bays(a)e wr(a)do. (2.2.29) 
38 (2.2.26) 中 s(a ) 的 表达 式 代入 (2.2.29) 得 


a = wF, + Hl— %)F2, (2.2.30) 
其 中 


F, = [Blade e*n ada 


E [Bade en(ayf ee azda. 
再 将 (2.2.30) BRIA AY gy 代入 (2.2.28) 式 ,注意 到 Bu) = 地 (u), 整 理 后 
可 得 
1- | sape t mH eco (ee 


o 
Fe fisco +8U-F, yemas 

0 

` F, +1- F,) 
38 (2.2.31) 的 右 端 看 作 k 的 函数 , 记 作 R ( ,容易 看 出 Ro (+ %) = 0, 
R,(0) = [Slape e ao [eer ["6(yeMdydeda = Ro 


而 且 Ro (k) 关于 上 单调 减 小 ,所 以 

当 R > 1 时 ,方程 (2,2,31) 8 B.OUS EIR k ,从 而 可 确定 

Ala) = d), Ala) = kf bludu. 

因而 系统 (2,2,22) 存在 惟一 的 地 方 病 稳定 年 龄 分 布 (2,2,26); 

4 R < 1P], (2,2,31) AEIR , 故 不 存在 正 的 稳定 年 龄 分 布 , 这 时 ,可 由 解 
的 表达 式 (2,2,26) 直接 看 出 系统 存在 无 病 稳 定年 龄 分 布 ， 

定理 2,2,6 表明 ,由 (2,2,27) 所 定义 的 Ro 可 以 看 作 是 这 个 MSEIR 模 型 的 
修正 再 生 数 ， 


dydzdā. (2.2.31) 


$2.2 具有 年 龄 结构 的 传染 病 模型 -55> 


稳定 年 龄 分 布 的 稳定 性 

下 面 利用 Liapunov 函数 法 来 讨论 无 病 稳 定年 龄 分 布 的 全 局 稳定 性 ， 

定理 22.0 对 于 适合 边界 条 件 (2,2.24) 的 系统 (2.2.22) ,无 病 稳定 年 
OS R。< 1 时 是 全 局 稳定 的 ; 当 R。> 工时 不 稳定 ， 

证 明 4 

vto =f [PCa de(at) + QGoiCa Ma. 

EPP OARE MEAS PT EGO) MERIA 

4v = [ipeo Bla, Ds -ee —3£]+ aco [e - i - SÈ i] da. 
Ee eee e(0,0 =i00,1) —0, RBS a> 
+ oo 时 应 有 em 0.i > 0, 从 而 


Wve ,AP(a) + e[P'(a) - ep(a) + eQ(a)] 


+[Q la) - YQ(a)]ilda. (2.2.32) 
首先 对 任 一 确定 的 Q 选取 P (a) 使 
P'(a)— Pla)t+ Q(a) - 0, 


解 之 ,得 通 解 
Pla) = efe -secoe“dz] 
由 于 已 设 Q(a) > 0 连续 有 界 ， ik [eQC 单调 增 且 收敛 于 
[Qi ede. FLAIR 
Pla) = el] Queda - faceta] 
o o 
= e f Alear. 
利用 Ka ,t) 的 表达 式 (2.2.23) ,可 将 (2.2.32) 改写 成 
V. - A tescoe] (ret de] Eila, teen ada Ma 
t [] a D 


«ftat - yQ(a) lida. (2.2.33) 


再 选择 Q(a) 20,08 
Q (a) — Ola) * b(a) fe n(a) —O. 
5 P(a) 同 理 可 解 得 


Qla) = e [Bop "en (oda, 
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代入 (2.2.33) 式 得 
av = . [esta der en Ba)pe x(a Mac "dz Jae 


“| Bdpe rn(a)ila,t)da -| Bla)oe "Gia (da 
= | egal err [ "6 (a) pee "x(a dade Ma - 1} 


. NES "n(a)i(a,t)da. 


将 上 式 右 端 大 括号 内 前 一 项 中 的 三 重 票 次 积分 变换 顺序 ,并 令 s = 1, 不 难看 出 
它 正 好 是 由 (2.2.31 所 定义 的 修正 再 生 数 RS. 由 于 s< 1A 


SY < (Ry - D[ B(a)pe*xa)ila cda. 


AR SR, «18 <o AMY = 0 SAR 4 i =0, 由 方程 组 (2.2.22) 可 


见 ,此 时 必 有 e= EIN = 0 的 区 域内 仅 含 无 病 稳 定年 龄 分 布 , 于 是 
当 Re < 1 时 此 无 病 稳 定年 龄 分 布 (mo ,% 00,0) 全 局 渐 近 稳定 ， 

当 R。> 1 时 ,注意 到 第 53 页 的 脚注 ,容易 由 (2,2,32) 式 看 出 ,对 于 足够 接 
近 (0,1,0,0,0) 的 解 (0 < 1-5 «L0 i« D Had > 0, 于 是 无 病 稳 定年 


龄 分 布 不 稳定 ， 

对 于 离散 年 龄 结构 的 传染 病 模 型 将 在 第 6 章 详细 介绍 ,对 于 是 生理 阶段 结 
构 的 传染 病 模 型 , 目前 的 研究 结果 尚 为 数 不 多 ,我 国学 者 近期 的 相关 工作 可 参阅 
文献 [49 一 2]. 


§2.3 在 多 群体 中 传播 的 传染 病 模 型 


若 一 种 传染 病 在 相互 作用 的 多 种 群 中 传播 ,或 在 同一 种 群 的 不 同 群体 中 传 
播 , 则 将 使 模型 中 方程 的 个 数 增多 ,也 可 能 使 模型 的 结构 复杂 化 .下面 我 们 通过 
例子 来 展示 几 种 情况 ， 


2.3.1 ”疾病 在 多 个 染病 者 群体 传播 的 SDI 妈 模型 

设 染病 者 由 于 其 免疫 系统 等 体内 特征 和 所 处 环境 的 差异 被 分 成 n 个 群体 ， 
WE LG = 1,2,…,n), 每 一 子 群体 中 的 病人 均 可 与 易 感 者 S 接触 但 有 不 同 的 
有 效 接触 率 和 移出 率 :假定 这 些 病 人 在 进入 移出 类 A 后 有 一 定 比例 的 因 病 死亡 
(例如 艾滋 病 ,在 HIV 感染 期 [内 无 因 病 死亡 ,在 晚期 成 为 AIDS 病 人 时 一 般 不 
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再 与 易 感 者 接触 而 进入 移出 类 A BAEENT MARAE K = 
SP , 且 均 为 易 感 者 ,自然 死亡 率 系 数 为 上 ,移出 率 系数 为 y, 若 采用 双 线 性 发 生 
率 , 则 相应 的 SDIA 模 型 为 n 


de = ^2285S - (ptu), i= 1,250, (2.3.1) 
= 


其 中 为 染病 老 进入 群体 的 比例 系数 p = ly, 是 类 病 人 的 移出 率 系 
Hoa PANES RMS DWE RAMS A, 

HIT (2.3.1) 中 前 n + 工 个 方程 中 不 含 A, 故 只 须 讨论 由 前 n + 工 个 方程 所 
构成 的 方程 组 , 由 于 这 里 的 移出 者 被 认为 无 活动 能 力 ,不 与 他 人 接触 , 故 不 计 入 
总 人 口 , 即 N = $+ 六 [为 求 其 平衡 点 马 ' (8” ,I? o ), 令 方程 组 右 端 为 
零 , 可 得 

ba(S* -S') = (nti, 


从 而 
og 
f= EIL. (2.3.2) 
Xa = eno 59, (2.3.3) 
A 
¥9 (2.3.2) RA (2.3.3) (8 
o Bp 01 
c utu 5%? 
E 
-g5 Pp: 
Ry = sx pew? (2.3.4) 
于 是 
St = =. (2.3.5) 


HS (2.3.5) RA (2.3.2) 可 得 


E SEE ,此 模型 是 以 艾滋 病 为 背景 建立 的 .这 里 的 移出 类 不 是 前 面 所 讨论 模型 的 恢 
复 者 类 ,而 是 指 晚期 病人 BRE 已 无 与 他 人 接触 的 可 能 
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à 
ZR: 230) 
由 (2.3.6) 可 见 , 当 且 仅 当 Ru > 1 时 ,模型 (2,3,1) 存在 正 (地方 病 ) 平 衡 点 EE*， 
当 Ro < 1 时 , 仅 有 无 病 平衡 点 Eu(S? ,0,…,0)， 
为 了 讨论 平衡 点 的 稳定 性 ,也 为 了 今后 研究 的 需要 ,我 们 先 介绍 有 广泛 应 用 
的 Lasalle 不 变 集 原理 和 极限 系统 的 有 关 知 识 ， 
定义 2.3.1 考虑 自治 系统 


E = fa), (2.3.7) 


其 中 f € C(DC R', R^). 
设 DCD 是 一 开 子 集 ,VEC(9,R), 若 (2.3, 妃 的 轨 线 有 全 导数 


dv 
dt los» 


则 称 V 355 (2.3.7) 的 Liapunov 函数 ， 
定理 2.3,1 (不 变 集 原理 )249 XE VV 是 系统 (2,3,7) 的 定义 在 开 子 集 AC 
D 内 的 一 个 Lispunov Eit , VED Lie + 
已 =izED0Iwr)=0l， 
M 是 系统 (2.3.7D 在 EE 中 的 最 大 不 变 子 集 , 从 9 内 出 发 的 任 一 正 半 轨 
P, (xo (xo € 2) HE 9 中 且 有 界 WARP, (xo) 的 eR IRSE WP, (xy )) 
CM, 且 有 


= gradV(x) - f(x) <0, r€f, 


im dist(x (t xo) M) -9. 

推论 2.3,1 在 定理 2.3,1 的 条件 下 , 若 M = {x} REE) = 0, 则 
系统 (2.3.7) 的 平衡 点 x* 在 9 内 是 全 局 吸引 的 ， 

推论 2,3,2 R V(x) 是 系统 (2.3, 妃 在 R 上 有 Liapunov 函 数 且 有 下 界 
当 |x >+ Hf, V«&)— t 09,3] 36 (2.3.7) 的 任 一 正 半 轨 P, (xo ) 是 有 
界 的 , 且 当 + 一 + oo 时 该 轨 线 趋向 于 也 = {x € R' | Vix) — 01 中 的 最 大 不 
ZE M ,特别 地 , 若 M = dx" b(n") = 0, 则 平衡 点 x" 全 局 渐 近 稳定 ， 

定义 2,3,2 (极限 系统 ) 设 有 非 自治 系统 


d£ = fua), f:RX DOR R >R (2.3.8) 


与 自治 系统 
® = gly), g:DS R >R", (2.3.9) 


且 设 解 的 存在 惟一 性 条 件 满足 LEE FEKA (a, +), 
EX t+ oft I Yx EDf(t,x) 一 致 地 趋向 于 g(x), 则 称 系 统 


$2.3 在 多 群体 中 传播 的 传染 病 模 型 + 59° 


(2.3.9)  (2.3,8) 的 极限 系统 :而 (2.3.8) 称 为 具有 极限 系统 (2.3.9 的 渐 近 
自治 系统 ， 

在 一 定 条 件 下 , 渐 近 自治 系统 的 解 与 其 极限 系统 的 解 之 间 有 密切 关系 ， 

3E38 2.3.05) X f € C(R XR'),g € CR ) 均 满足 局 部 Lipschitz% 
件 , 若 系统 (2.3.8) 的 任 一 解 x (1) 均 正 向 有 界 , 且 其 极限 系统 (2.3,9) 的 平衡 点 
E 全 局 渐 近 稳定 , 则 系统 (2.3.8) 的 任 一 解 x (t) 都 有 

Jim x() =E 
下 面 我 们 利用 Lasalle FES GEAR [8 X6 SE 38 Veo oe SE OAH 2.3.) 平衡 
EH 23.97 将 不 含 最 后 一 方程 的 模型 (2.3.D (2.3.1) JU 


DAR, < 1 时 ,无 病 平衡 点 E EMG = 1(S,T)10= N=S+ Sh 
a 

<S',830,1 0l 内 全 局 渐 近 稳定 , 

2) SR, > 1 时 ,EE 不 稳定 ， 

证 明 ”由 于 

oN = (s - N- Ee <p(S°-N), 

故 G 是 系统 (2,3,1)” 的 一 PE BREE, 

D 将 系统 (2.3, 卫 ”写成 下 面 的 向 量 形式 


E = (S° - S) - B'IS, 
a (2.3.10) 
dr = SB'IP - DI, 


其 中 工 = yy I)", B = (un E D = dingl la+ ni), Cut v), 
oet LP = (Pi Bre pr)” ,而 表达 式 (2,3,4) 可 被 写成 
Ry = S'B'D'P. 


取 Liepunoy 函数 
V=XT, 
其 中 义 是 一 待定 的 正 的 常 向 量 , 沿 (2,3,10) 轨 线 的 全 导数 有 
dV 


T = SX'BTIP ~ X'DI < S°X™BTIP — X'DI. 
为 选取 义 , 令 XD = BT, 从 而 


L pip Bı be R yY 
X=D B= (uL eL. "3 79. 


于 是 ,注意 到 上 述 Re 的 表达 式 可 知 
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E < S'B'D'B'IP - B'D'DI 


= (S'B'D'P -DB = (Ry - 1) BY. 
可 见 当 Rs <1 4’ <o aná = om dY =0. 即 
E-irCcGIV(D-0i-ir-0l. 
显然 ,系统 (2.3.10) XE E PHRATRREREZE 本 身 , 由 Lasalle 不 变 集 原理 可 


知 , 当 t 阅 + % 时 ,系统 (2,3,10) 的 解 均 有 I(t) — 0. 由 此 可 知 (2,3,10) 的 极限 


- 8), 


ER RRA RFEA ,0,…,0) 显然 在 G 内 全 局 渐 近 稳定 , 据 定 理 2.3,2 可 
知 系统 (2.3,10) 的 无 病 平衡 点 E 在 G 内 全 局 渐 近 稳定 ， 
2 容易 求 得 系统 (2,3,) € E, 点 处 的 Jacobi 矩阵 为 


-y L 
[ 0 5] 
EPL = (- BS - 88° - 88°), 
PBS? - Qt) hbs’ 和 PBS? 
D- bis" BS cu) cm PBS 
b. S" p.p; S" m PBS? — t») 
通过 具体 计算 不 难得 到 


daD = CD] 25 £L. 


可 见 , 当 Ro >1 时 ,矩阵 D 至 少 有 一 p 
fg, 

进一步 我 们 还 可 得 到 关于 地 方 病 平衡 点 E PRB, 

定理 2.3.4 Ro > 1 时 ,系统 (2.3.0” 的 地 方 病 平衡 点 E” (7 1 
L; ) 在 域 G 内 全 局 渐 近 稳定 ， 

证 明 思 想 是 先 通过 变换 

S=S'(+tx), L=EĘ(+y), islen. 

(2.3.1 化 为 关于 x Sy, 的 方程 组 , 然后 利用 Liapunov 函数 法 , 这 时 取 
Liapunov 函数 为 


$2.3 ”在 多 群体 中 传播 的 传染 病 模型 ONE 


V= Vet DV, 


其 中 = 于 ,Vi s fiiy- baty) do dunes CUES TS 
阅 文献 [ 12] , ) 
信 得 注 意 ,在 表达 


是 [类 病人 的 平均 岂 病 期 ,于 是 BS*p1 LL ER SARER ABE RY 
期 )So 时 ,感染 者 工 中 成 为 L 群体 的 病人 在 其 平均 染病 期 中 所 传染 的 人 数 ,从 而 
^ Bh BASH 
3 Ara. 的 传染 人 数 ,所 以 由 
(2.3.4) 所 定义 的 阅 信 Re 便 是 一 个 病人 在 其 平均 染病 期 内 对 易 感 者 So 的 传染 

AR ,也 就 是 基本 再 生 数 ， 
2.3.2 疾病 在 多 个 易 感 群体 中 传播 的 DS 入 模型 


假设 易 感 者 按 其 免疫 力 等 易 感 的 程度 划分 为 n 个 易 感 群体 S, ,i = 1,2,…， 
n BS 不 加 区 分 ,各 易 感 群体 成 员 有 不 同 的 输入 ,写成 uet ,其 中 为 自然 
死亡 率 ,7 为 病人 的 移出 率 系数 ,8 是 自然 死亡 率 系 数 与 因 病死 亡 率 系数 之 和 ， 
采用 标准 发 生 率 ,关于 易 感 者 群体 S 的 标准 发 生 率 为 

as, 

Nai 
ep, 反映 了 群体 S 中 的 成 员 易 感 的 程度 ,于 是 一 个 患 病 者 对 易 感 类 S 的 有 
效 接触 率 为 gh 因此 ,相应 的 DS-A BER gn 


SB = pcs! - s) - Eg, 


- S EL (ua DI, (2.3.11) 
aq 


dA 


di = yl - A. 


N- zs tI. 
把 模型 (2.3 ,10 中 除去 最 后 一 个 方程 后 所 构成 的 方程 组 记 作 (2. 3.10 
们 可 以 通过 讨论 (2.3,10 ”的 无 病 平衡 点 Eo( 昼 ,88 ,80 ,0) 的 局 部 稳定 性 来 
求 得 区 分 疾病 流行 与 否 的 疮 信人 3] 
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Ry = 一 一 一 一 ， (2.3.12) 
(e+ DIS! 
即 当 R。< 工时 E, HMMS RARECO: AR, > 1 时 E 不 稳定 ,疾病 将 
持续 生存 ， . 
注意 到 一 个 患 病 者 在 群体 S, 中 的 有 效 接触 率 为 gqB, 故 在 初始 时 刻 时 (S, = 
Ss) 一 个 患 病 者 在 各 群体 SG = 1,2,…,n) 中 的 平均 有 效 接触 率 为 


paS? 
Ss 
"XI 


z 1 595 的 平均 染病 期 ,因此 ,由 (2.3,12) 所 确定 的 Re 就 是 基本 再 生 数 ， 
对 于 一 般 的 n + 24 DSI 妈 模型 ,其 无 病 平衡 点 的 全 局 稳定 性 以 及 地 方 病 


平衡 点 的 稳定 性 均 尚 未 完全 解决 ， 
2.3.3 ”疾病 在 多 个 易 感 群体 和 染病 群体 中 传播 的 DS-DI-DS 模型 


一 般 来 说 ,不 同 易 感 群体 和 不 同 染病 群体 之 间 的 接触 染病 情况 可 以 相当 复 
杂 ,下 面 我 们 仅 考察 由 各 自 两 个 群体 所 构成 的 一 种 比较 简单 的 性 传播 情况 ， 

假设 人 群 由 于 基因 、 和 免疫 系统 和 性 活动 等 其 它 因 素 的 不 同 被 分 成 两 个 子 群 
体 k,k = 1,2, 每 一 群体 中 的 患 病 者 由 于 病原 体 菌 株 的 不 同 也 被 分 成 两 个 子 群 
体 L 与 1 k = 1,2, 再 假设 被 携带 一 定 菌株 的 患 病 者 感染 的 病人 具有 相同 菌 
株 ,每 一 易 感 者 至 多 只 能 被 一 种 菌株 的 病人 所 感染 , rm 表示 k 类 成 员 的 性 楼 触 率 
(单位 时 间 ,每 个 k 类 成 员 性 接触 他 人 的 数目) , 它 反 映 k 类 成 员 的 性 活动 能 
L SI, 分 别 表示 被 菌株 I 和 J 所 感染 的 Ek 类 病人 数 , 分 别称 为 k 类 I 型 病人 和 kk 
Ap 型 病人 ,自然 死亡 率 均 记 为 ,由 于 一 般 性 病 ( 艾 滋 病 除外 ) 因 病 死亡 率 很 
低 ,忽略 不 记 , 5I, 的 恢复 率 系数 分 别 记 作 Y 5d. 

k 类 易 感 者 的 输入 率 为 常数 ,写成 S ,于 是 这 个 性 传播 的 DSTDIDS 模 型 为 

n = (St — S) - (Bi + B) + Yh + ie 


l, = Bi- (m + Whe = 1,2, (2.3.13) 
Je = Be- Ua + Xe 
不 难 理解 B 5 BL 应 有 以 下 表达 式 ， 


四 严格 说 需要 说 明 E, 全 局 稳定 才能 断言 疾病 消亡 . 


$2.3. EST Rh eH mr TU + 63° 


2 2 
2j 2, 
Bi = S5? -——, BL = Snp 4—. (2.3.14) 
255 ZnT; 


其 中 区 = 8S, ++. 5B 分 别 表示 携带 I 型 和 J Bare A 的 传染 概率 ， 
事实 上 ,Br 表示 一 个 j 类 I 型 病人 的 有 效 性 接触 率 , 当 接 触 者 为 进行 性 活动 的 易 
感 者 时 便 会 传染 ,而 类 易 感 者 进行 性 活动 的 人 次 在 总 人 口 进行 性 活动 的 人 次 
中 所 占 比例 为 

E 

i . 

DaT; 
于 是 ,采用 标准 发 生 率 ,j RI 型 病人 单位 时 间 对 上 交易 感 才 的 传染 数量 ( 即 发 生 
Z) WEES.) E 


Set) = r. (2.3.15) 


ZnT; 
fa 
由 于 两 类 工 型 病人 都 可 以 与 k 类 易 感 者 发 生性 关系 , 故 (2.3,14) 中 的 第 一 式 就 
是 携带 | 型 菌株 的 全 体 T 型 病人 对 上 类 易 感 者 的 发 生 率 ， 
同 理 , (2.3,14) 中 的 第 二 式 就 是 全 体 T 型 病人 对 上 类 易 感 者 的 发 生 率 ， 
SH (2.3.13) 中 第 一 个 方程 右 端的 第 二 项 表示 ,全 体 病人 对 k 类 易 感 者 的 
发 生 率 ( 即 传染 率 ), 这 意味 着 各 种 病人 与 任 一 类 易 感 者 均 可 能 发 生性 接触 从 而 
导致 传染 ,第 一 个 方程 右 端的 后 两 项 表示 上 类 的 I 型 和 J 型 病人 康复 后 ,都 仍 成 
为 上 类 易 感 者 ， 
容易 看 出 ,由 于 
T, = a(S - Te), 
从 而 
lim T, (2) = 5, k=1,2. 
将 Si + oJ, = Sh 代入 (2,3,13) 化 简 后 可 得 系统 (2,3,13) 的 极限 系统 是 


2 
| = AlS- h -JOD rh - hs 


2 (2.3.16) 
Je = ALS} h JD rh - We 
其 中 
由 = et w= Bd. 


Dans} 
a 
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由 极限 系统 的 理论 可 知 , (2.3.13) 平衡 点 的 稳定 性 ,等 价 于 (2.3,16) 平衡 
定理 2,3,509 考察 系统 (2,3,16), 令 


VOR . N 
Re = MEI tr _ go, Mh Sn, uJ (23.17 
x» vi vy 


(D ÄR « 1B. R « LED AMPH E (0,0,0,0) 局 部 渐 近 稳定 ; 
(2) SR! 2 1 ER! > 工时 ,Eo 不 稳定 ， 
证 明 (2,3,1) 关于 Ey 的 Jacobi 矩阵 为 


[% 2 
0 QU 
其 中 
"ORE NT 
oor, — G4 - 03 Stre) 
detQ" = vii — vo Sor, + vioi Sir. 
vbt > viag Sor, + voi Str, (2,3,18) 


时 有 detQ’ > 0, 且 Qt 的 迹 为 负 , 故 (2.3.18) Hu = I Su =J 均 成 立时 ,E。 
局 部 渐 近 稳定 ,不 等 式 (2,3,18) 等 价 于 R* « 1. 


当 
viv € vies Sar. + ol Siro (2.3.19) 
Mu = [ku =] RU ,或 有 detQ! < 0 或 有 detQ! «0,3 E, 不 稳定 ,不 等 
式 (2,3,19) 等 价 于 Ru > 1. 1 


实际 上 ,我 们 还 可 以 进一步 证 明 H49 ; 当 条 件 RE LER 过 1 时 ,无 病 平衡 
A Eo 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 

对 模型 (2,3,13) 的 进一步 研究 可 参阅 [14]， 

现在 来 考察 确定 疾病 消亡 与 否 阔 值 的 R 表达 式 (2,3,17) 的 涵义 ， 

注意 到 (2,3,15) 式 的 涵义 可 知 ,当初 始 时 刻 两 类 人 群 均 分 别 为 易 感 者 sq 
SSH e j RN 型 病人 对 k 类 易 感 者 的 发 生 率 为 


Sir 
FASE) uU. 
255 
£i 
FE (2.3.17) 式 右 端的 第 一 项 为 
© g 1 
gy, 2s Br og = ASD v 


dT a 
| Pes 
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其 涵义 为 当 人 群 均 为 易 感 者 时 ,一 个 1 类 u 型 病人 在 其 患 病 期 内 对 1 类 人 群 所 传 
ROAR ,从 而 R 表示 当 人 群 均 为 易 感 者 时 ,一 个 1 类 a 型 病人 和 一 个 2 类 uu 型 
病人 在 它们 患 病 期 内 分 别 对 1 类 和 2 类 人 群 所 传染 人 数 之 和 ,所 以 由 (2,3,17 
式 所 定义 的 RY 就 是 关于 u 型 病人 的 基本 再 生 数 ， 

2.3,4 ”疾病 在 种 群 之 间 传 播 的 模型 


疾病 在 相互 作用 种 群 之 间 传播 规律 的 研究 ,是 传染 病 动 力学 与 种 群生 态 学 
的 一 种 结合 ,在 这 一 领域 的 研究 尚 为 数 不 多 , 现 简单 地 综述 如 下 ， 

疾病 仅 在 一 个 种 群 内 传播 的 捕食 模型 

1986 年 文献 [ 15] 讨论 了 一 类 捕食 系统 的 传染 病 模型 ,该 文 仅 研究 了 疾病 在 
食 饵 中 流行 的 简单 情况 ,其 模型 为 


4H =X -(+a)¥ c - DX YIP, 
SY = pxy — (4 a)Y - cYP, (2.3.20) 
学 - 8HP - dP, 


ECPHORET EE X 为 食 饵 中 易 感 者 数量 ,了 为 食 饵 中 染病 者 数量 P 为 捕食 
者 总 量 ;r 为 食 饵 的 出 生 率 系 数 ,这 里 假定 染病 的 食 饵 无 生育 力 :b 与 a 分 别 为 食 
GN 自然 死亡 率 系数 与 因 病 死亡 率 系 数 :e 反 映 捕食 者 的 捕食 能 力 :f ,0 LE 
1 体现 了 捕食 者 对 易 感 食 饵 和 患 病 食 饵 捕获 难 易 的 差异 ; 8 为 从 捕获 的 易 感 和 
患 病 食 饵 到 捕食 者 生育 能 量 的 转换 系数 d 为 捕食 者 的 自然 死亡 率 系数 ,这 里 采 
用 了 双 线 性 发 生 率 BXY. 

文献 [ 15] 的 研究 表明 , 当 由 于 捕食 而 使 食 饵 总 量 小 于 某 一 阔 值 Hi 时 ,疾病 
就 会 消亡 : 当 食 饵 由 于 因 病 死亡 而 使 其 总 量 减少 到 一 定 水 平时 ,捕食 者 将 绝 灭 ; 
此 外 ,疾病 还 会 使 共存 的 两 种 群 出 现 稳定 的 极限 环 (周期 振荡 )， 

1995 年 文献 [ 16] 还 就 标准 发 生 率 研 究 了 疾病 仅 在 食 饵 种 群 中 传播 的 捕食 
模型 ,并 得 到 一 些 控 制 种 群 规模 的 条 件 ， 

2001 年 文献 [ 17] 也 研究 了 疾病 仅 在 食 饵 种 群 中 传播 的 捕食 模型 ,但 在 从 食 
饵 转化 为 捕食 者 能 量 的 过 程 中 添加 了 时 灌 ,其 模型 为 


a = rsa - S24) — psi - psv, 


a = BSI - cl — pil Y, 


Z = dY + kp, S(t — cit — c + kp) - 7c) Y(t — 7), 
(2.3.21) 
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其 中 S 与 1 分 别 为 食 饵 种 群 中 易 感 者 与 染病 者 的 数量 ;YY 为 捕食 者 数量 KAR 
境 对 食 饵 种 群 的 容纳 量 ;r 为 食 饵 种 群 的 内 豪 增长 率 ;c 与 d 分别 为 患 病 食 饵 的 
死亡 率 与 捕食 者 的 自然 死亡 率 , ptS hp, 工分 别 为 捕食 者 对 易 感 食 饵 和 患 病 食 
饵 的 功能 性 反应 函数 ; B 为 有 效 接 触 率 系数 k 为 转化 系数 ,文献 [ 17] 研究 了 正 
平衡 点 的 局 部 稳定 性 ,以 及 时 滞 所 导致 的 稳定 性 开关 现象 和 Hopf 分 支 形成 的 周 
期 解 ， 

2002 年 文献 [ 53] 研究 了 疾病 仅 在 食 饵 中 传播 且 具 有 比率 功能 性 反应 的 模 
型 ,证 明了 Hopf 分 支 的 存在 性 和 局 部 稳定 性 ， 

疾病 在 无 相互 作用 的 两 种 群 中 传播 的 模型 


1985 年 文献 18] 研究 了 疾病 在 两 种 群 中 吉 楼 传播 且 可 交叉 感染 的 模型 ,但 
此 两 种 群 均 无 密度 制约 且 不 存在 相互 作用 
1992 年 文献 1 19) 在 文献 18] 模型 的 可 而 上 ,对 两 种 群 均 深 加 了 密度 制约 因 
EET 
oh - HH - RD -aY 
OF = BaX Yi PeX Y; - n Yi» 
(2.3.22) 
9 - rH - RO ca Ys 
T = Ba Xa Ya + Ba Xa Yi ta Yz, 


其 中 HKi =1,9 为 种 群 i 的 总 量 X, MY 分 别 为 第 i 种 群 中 易 感 者 与 染病 者 数 
量 , 为 种 群 i 的 内 豪 增 长 率 K, 为 环境 对 i 种 群 的 容纳 量 , 9 为 种 群 i 的 因 病 死 
CRAM, f 为 1 种群 的 恢复 率 、 自 然 死亡 率 和 因 病 死亡 率 系数 之 和 , 舟 是 种 内 
有 效 接触 系数 BG 天 让 是 种 间 有 效 接触 率 系数 ， 

模型 (2,3,22) 可 能 存在 6 个 边界 平衡 点 和 1 个 正平 衡 点 ,文献 [ 19] 对 所 有 
边界 平衡 点 的 存在 性 和 局 部 稳定 性 进行 了 研究 ,但 对 正平 衡 点 的 存在 性 和 稳定 
性 没有 给 出 分 析 证 明 ,其 数值 模拟 显示 , 当 所 有 边界 平衡 点 都 不 稳定 时 ,正平 衡 
点 存在 且 全 局 稳定 ， 

1995 年 文献 20] 还 对 上 述 无 相互 作用 的 两 种 群 研究 了 疾病 不 是 直接 传染 ， 
而 是 通过 在 体外 存活 的 病菌 传染 的 模型 ， 
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疾病 在 两 种 群 中 传播 的 捕食 模型 


1989 年 文献 [ 24 研究 了 疾病 在 两 种 群 中 均 存 在 的 捕食 模型 ,其 传染 机 理 
是 ,捕食 者 由 于 捕食 染病 的 食 饵 而 感染 ,而 食 饵 则 因 接 触 染 病 捕 食 者 的 排 汇 物 而 


dap Xot Xa f 
= ar-a 一 一 ， 
di K A*z ten? ov 


dya B 4 X9 ter k eri 
d BAAP C Atm tean “Atayteap” 


de, arx o en 
de = Bite RK TAY Ee 


= 一 cy th e yo, 
dt B+A A + xo + ex, 


(2.3 
其 中 xu Sx, 分 别 为 食 饵 种 群 中 易 感 者 与 患 病 者 数量 :yu Sy, 分 别 为 捕食 


.23) 


# 


中 易 感 者 与 患 病 者 数量 x = x + xl ARBRE y = yo ty, 为 捕食 者 总 量 ; 
a 为 食 饵 种 群 的 出 生 率 系数 K 为 环境 对 食 饵 的 容纳 量 :c ”号 为 捕食 种 群 的 


B+A 
自然 死亡 率 系数 ;0 与 <! 分 别 为 捕食 者 对 易 感 食 饵 


‘Atay ter, “Atay b exi 


AB 


和 病 食 饵 的 功能 性 反应 函数 ,常数 e > 工 反映 了 患 病 食 饵 容易 被 捕捉 :常数 e 为 食 
物 到 捕食 者 能 量 的 转换 系数 :k 为 易 感 捕食 者 吞食 染病 食 饵 后 的 传染 系数 ， 


Poy, 是 染病 捕食 者 对 易 感 食 饵 的 双 线性 发 生 率 ， 
文献 [21] 在 对 应 的 二 维 无 病 捕食 系统 分 别 存在 正平 衡 点 和 周期 解 的 1 


下 ,分 别 证 明了 系统 (2,3,23) 平衡 点 和 周期 解 的 存在 性 和 局 部 渐 近 稳定 性 


用 数值 模拟 显示 了 正平 衡 点 或 正 周 期 解 是 全 局 渐 近 稳定 的 ,但 未 能 给 出 分 
8. 


青 况 
折 证 


2001 年 文献 [ 22] 研究 了 疾病 在 食 饵 与 捕食 者 中 同时 传播 的 四 种 模型 ,它们 
分 别 是 具有 双 线 性 发 生 率 和 标准 发 生 的 SIS 模型 和 SIR 模 型 ,其 传染 宙 理 是 食 
饵 仅 通过 种 内 接触 传染 ,而 捕食 者 不 仅 通过 种 内 接触 传染 而 且 还 通过 吞食 染病 
食 饵 传染 ,在 这 些 模型 中 密度 制约 因素 既 影响 着 种 群 的 出 生 率 也 影响 着 自然 死 


亡 率 ,下 面 仅 介 绍 具有 标准 发 生 率 的 下 述 SIS 模 型 ， 
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as - 6, - aN, - (4, * 1-2) Ns, 
- aN,S; - f RI +h, 
A = Bs Set = rate = Le + 0-20 TA, - aut, 
aM 2 (n 7 1 - av; IN, (2.3.24) 
1 
5 = kaN, N, - n ~ dS, - By Hy Sh + ya, 
BE =k P -d:l + ah -Ynh. 
de — (ha, di) N,, 


其 中 
N,=S,+h, i=1,2, 
rnb -d,»0, Kasi. 
在 模型 (2.3.24) 中 , 食 饵 种 群 的 密度 制约 因素 按 比 例 ai 与 (1- ai ) 分 成 了 两 部 
分 ,分别 影响 出 生 与 自然 死亡 :捕食 种 群 没有 考虑 密度 制约 因素 , ,i = 1,2 表 
示 种 内 的 有 效 接触 系数 ; a 表示 种 间 ( 捕 食 患 病 食 饵 ) 的 有 效 接触 系数 ,其 余 系 数 
容易 理解 的 ， 
容易 看 出 (2.3,24) 实际 上 可 以 看 作 是 关于 I ,Ni DAN, 的 四 维系 统 ， 
di, (N, ) 


N 

T a Bn -7h -idi + Qao TRE = aN, 
dN 

A = = RO- ae], 

dl N-I N-I 

a p DPn -dih t a BO, yu, 

dN, 


“de = (taN ~ dz) Nz, 
N, 2420, i-12, Oa <1. 


(2.3.25) 
D = ÍL,N,,buNS)IO E SN, SK 0 L « Nl 是 系统 (2,3,25) 的 
正 向 不 变 集 ， 

系统 (2,3,25) 有 5 个 边界 平衡 点 和 一 个 正平 衡 点 ,文献 | 22] 对 各 个 平衡 点 
的 吸引 区 域 进行 了 全 面 而 完整 的 分 析 ,得 出 了 保证 各 平衡 点 在 相应 区 域 中 全 局 
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(大 范围 ) 稳定 与 否 的 阔 值 ,这 些 结论 显示 了 以 下 事实 ， 
1) 若 捕食 种 群 的 能 量 转化 系数 k 足够 小 ,使 得 捕食 种 群 走向 绝 灭 , 则 当 Ry 
芝 1 时 SER TUPRHEE PIR : 当 Re > 工时 则 在 食 饵 种 群 中 形成 地 方 病 ; 
2) 若 能 量 转 化 系数 上 足够 大 使 捕食 种 群 足以 持续 生存 , 则 当 R, <18 R 
X 1 时 ,疾病 将 在 两 种 群 中 均 消亡 ; 当 R, < 1 而 R。 > 1 时 疾病 在 食 饵 种 群 中 消 
C ,而 在 捕食 种 群 中 持续 生存 AR, > 1 时 疾病 在 两 种 群 中 均 不 会 消亡 ， 
其 中 


En Bi 
Ry , R = > 
d. 上 d. 
n*d-an Yo6di4 (an xd + aNg 
1 
d; 
n e) 
R = EL. Noe = —. 
d; + Y; a 


实际 上 ,不 难看 出 ,Re SR, 分 别 表示 孤立 的 食 饵 种 群 和 捕 者 种 群 的 基本 再 
ESR, 是 捕食 者 种 群 与 食 饵 种 群 均 达 到 共存 的 平衡 位 置 时 , 食 饵 种 群 的 再 生 

疾病 在 两 竞争 种 群 中 传播 的 模型 

最 近 文献 [ 23] 研究 了 具有 双 线 性 或 标准 发 生 率 且 有 交叉 传染 的 两 竞争 种 
群 的 SIS 和 SIRS 四 类 模型 ,得 到 了 比较 完整 的 结果 , 现 仅 以 具 标准 发 生 率 的 SIS 
模型 为 例 作 一 概述 ， 
设 N =S+L ,i=1,2, 与 (2,3,24),(2,3,25) 类 似 , 可 建立 具有 密度 制约 


和 交叉 感染 的 竞争 种 群 模型 如 下 
df -I N 
T = Nuh + peh) rt ld, Qa AEH mh, 
dN, N 
"de z[nü -KD = mNzIN,, 
di. Nz 一 工 N: 
T 7 N ah + pah) ~ Yale lda + 0 - a) e] - aub. 
d N. 
AE = Lad RD aN JN- 

(2.3.26) 
其 中 


NEÉLIO, OMe <1, i=1,2. 
容易 看 出 ,区 域 D = (LN hL. N) 10S SN SK ,i =1,2}2% 
统 (2.3,26) HIE IB 2E E , 
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此 系统 可 能 存在 6 个 边界 平衡 点 和 一 个 正平 衡 点 ,文献 [23] 对 各 平衡 点 存 
在 的 条 件 及 其 在 相应 区 域内 的 全 局 (大 范围 ) 吸引 性 作 了 全 面 完整 的 讨论 ， 
记 


^n n _ mK; 
$= 1 = aK 27x 

nl Bu DL Bn 
Ri -yadü-aóe] yee ar 
"HERES HN 

TURO TRO 
A =y tid + (1a) Rel bmg, if = 3,2, ij. 


(Nie , Nae ) 是 方程 组 


的 正解 ,文献 [ 23] 的 研究 结果 表明 ， 

D 39 < 之 min| 于 ,于 1 时 ,种 群 1 走 向 绝 灭 ,种 群 2 持续 生存 ,此 时 , 若 R 
« 1, 则 种 群 2 中 疾病 消亡 SÉ Ri > 1, 则 种 群 2 中 疾病 持续 生存 ， 

2) 46 > maxi V, ,于 ,| 时 ,种 群 2 走 向 绝 灭 ,而 种 群 1 持续 生存 ,此 时 ,车 
Ri < 1, 则 种 群 1 中 疾病 消亡 SÉ Ri > 1, 则 种 群 1 中 疾病 持续 生存 ， 

Bit RY SR 相当 于 单 种 群 传染 病 模型 中 疾病 消亡 与 否 的 阔 值 ， 

3) £, «o € U(X TP «o6 « Vj),A - 8, 20,4, - B SOLA 
种 群 将 持续 共存 ,此 时 , 若 交 叉 感染 存在 , 即 B DOCE) SRI > 工时 正平 衡 
点 存在 且 大 范围 渐 近 稳定 ,形成 地 方 病 SERI < 1 , 则 两 种 群 中 疾病 均 会 消亡 , 

ŽAR <0 A- RS «OE EIE ETE ETE XUI ,疾病 均 不 会 消亡 ， 

由 上 述 结论 3) 可 见 , 当 系统 中 存在 交叉 感染 且 疾 病 流行 时 ,通过 切断 交叉 
感染 或 减少 交叉 感染 系数 RG AI) 使 Ri < 1, 便 可 使 疾病 在 两 种 群 中 消亡 ， 


$2.4 dr 自治 传染 病 动 力学 模型 


前 面 所 介绍 的 模型 都 是 自治 系统 , 即 假定 了 模型 中 所 有 的 系数 都 是 常数 ,这 
在 系数 变化 不 显著 时 是 合理 的 假定 ,然而 ,有 时 模型 的 某 些 系数 可 能 随时 间 有 较 
明显 的 变化 ,例如 种 群 的 输入 率 (包括 出 生 )\ 死 亡 率 ,恢复 率 ,以 及 患 病 者 的 有 效 
接触 率 等 系数 都 可 能 随 季节 或 更 一 般 地 随时 间 而 变化 ,这 时 就 需要 研究 具有 时 


824 非 自治 传染 病 动力 学 模型 ‘Ts 


变 系数 的 传染 病 模 型 , 即 非 自治 的 传染 病 模型 , 
由 于 非 自治 系统 没有 平衡 点 ,相应 的 问题 是 周期 解 的 存在 性 与 稳定 性 , 非 自 
治 系统 的 解 ,一 般 说 来 ,在 + 一 + o 时 其 极限 不 一 定 存在 , 故 需 要 考察 其 上 下 极 
限 , 这 时 人 们 所 关心 的 疾病 能 否 消亡 问题 ,就 是 讨论 当 + -+ oe 时 患 病 者 人 数 
I(t) 是 否 趋 于 零 或 者 说 是 否 持续 生存 ? 
定义 2,4,1 对 于 nn 维 自 治 系统 
Z = fe), AIX DER x RR, (24.1) 


RS 是 no EZ MEE nsum) c 0,8 = 1,2,…,n|. 了 满足 解 的 存 
在 惟一 性 条 件 ,其 解 + = zx;(t,x") 的 存在 区 间 为 了 = [0, + 09). V2 € D, 
x(t, x°) 220, i = 1,2, . 
D E Fi AB lima (ra?) = 0, IUE x (t,x") 走 向 绝 灭 : 
2) E 3i E lim supr, Cra) > 0, MES x, Qux?) 弱 持 续 生存 ; 


"a s a du 


3) & 3i, lim sup 2 20, 则 称 x; (t,x" ) 弱 平均 持续 生存 ; 


t 


"e Qc a )du 
4) Ji, 1 lim supz, (1,2?) > 0, 但 i =0, M 


t 
z (tx? ) 勉强 持续 生存 ， 
5) 31/0 limint[ 2 (usa du > 0, MFS a Ga) 强 持续 生存 : 
6) 若 存在 和 与 z 无 关 的 正 数 g, Elim infa, (a) JURE x, Cra) 


一 致 持续 生存 
下 面 我 们 对 一 个 相当 一 般 的 非 自治 SIR 模型 来 讨论 疾病 消亡 与 否 的 阔 
E , 设 有 下 述 一 般 形 式 的 SIR 模 型 ， 


IN = NO)BG,N) att, NIG), 

d$ = NOSO, N) - gG,N)SQ) - 9' (G.S, ND. 

dE e @ GS END - Le N) + YUN) + alt, NIG), one 
OR = YN - gt NRG). 


N(t) = S(t) + I) + RG), 
其 中 B(t,N) =f(t,N) 一 g(t,N) 表 示 种 群 N 的 出 生 率 系数 与 自然 死亡 率 系 
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CX! (t,S,I,N ) 是 疾病 的 发 生 率 ,， X(t,N) 是 恢复 率 系 数 , dt, NÆR 
病死 亡 率 系数 ,它们 都 是 种 群 数量 N 和 时 间 t 的 函数 且 满足 以 下 基本 假设 : 
TDf,g:R > R, 对 一 切 N 之 0 连续 ,有 界 且 有 正 下 界 ; 


2) 对 时 连续 可 微 且 3 <0; 


3)42) 05 N 7 eff B(1,0) e) 0,B(t,N) «0; 


4) BUN 连续 可 微 且 I à >0 合 对 YN 20822 <4, « 0; 


5) @” 连续 可 微 OP so MEREN SIN S XT—U 有 界 且 有 
EPH: 

6) 9 (4,0,1,N) = 6 (2,S,0,N) = 0; 

D$ > 0,83 YK,e,0<e< KL 3M 5 0 f£ 0c Se K,O«I 


KK <N<K HAZ < Mi 


8) y, œR? > R 是 Lipschitz 连 续 , 对 YN 之 0, 关 于 t 有 界 且 有 正 下 界 ， 
上 述 8 个 条 件 看 起 来 似乎 很 多 限制 ,其 实 是 适用 于 很 广泛 类 型 的 函数 和 疾 
病 发 生 率 ,例如 对 于 时 变 系数 的 Logistic 方 程 
dN) = «coNco[1 - MIB 
只 需 假 设 a t) 连续 有 正 下 界 ,k(t) 连续 有 上 界 , 则 条 件 1) — a) 均 满足 ,标准 发 


以 及 推广 的 双 线 性 与 饱和 发 生 率 
o gOS, o = EOS. 
只 要 Pp 之 1,q >0, Mt) 连续 有 界 且 有 正 下 界 , 则 条 件 引 — 7) 均 满足 ， 
由 于 种 群 的 输入 (出 生 ) 是 指数 形式 的 ,我 们 作 规 一 化 变换 , 令 
_ S(t) _ It) . RG) 
a) = NU). x0 = RGY z(t) = NG)’ 
181 (2.4.2) BA 
[V = N(t)[BULN) - alt, N)yG, 
t = f(t, N) ~ xG)] 7 (ix y N) + a(t NY) QOSG), 
y= 6G ay N) - LFGSN) + YG.ND) + a(t, N)]1yG) + alt, Ny (o). 
YG ,N)y() — fle, N)z (0) + alt, No OO yGO, 


(2.4.3) 
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EP aU) +y + zm Gs zs y N) = AT (GAN, N,N). 
条 件 5) ,6) ,7 相应 地 变 为 
5) 连续 可 微 ,@，> 0 ,对 任意 正 的 x y ,N ,@@ 关于 t 有 界 且 有 正 下 界 ; 
6) O(t,2,0,N) = 6(1,0,5,N) = 0; 
7) 32 20, HE VK 0, 2 6e < K,3M 20 Oe <1, 


O<y<LeSN<K MASE <M. 


定理 2.4,1 对 于 任 一 xe >0, 系 统 (2,4.,3) 过 初 值 (to ,xo ) 18821 E x(t) 
= 天 (tb zo) 必 满 足 
lim supz(e) > 0. 
证 明 用 反 证 法 , 设 3, lim supz (1r) = 0. ET BMH 0.x (1) 
> 0,2 lim x(t) =0, 由 微分 中 信 定 理 可 知 


0G, zy N) - 800,9, N) = BEN)x, ORAE 
由 条 件 7 ) 与 6f ) 知 
@(t,2(t), y(t), NO) x Mr (t), 
故 
Jim ez (GO ya), NG) =0. 
AM Ver>OIT >, FEHI > 工 有 
Diesel) ya), NUD Se. 
由 系统 (2,4 ,3) 的 第 3 个 方程 知 


g- SG x y N) - LUN) + YG, N)]y -alt NO -yy 


<Se-(fG.N) + y, N) Jy), t» T. 
由 条 件 1) BOC N)+ Xt ,N) 有 正 下 界 , 记 作 四 ,于 是 


ES Ke- my(2), t>t. (24.4) 
解 之 得 


由 于 。>0 可 任意 小 ,从 而 
jimy@) = 0. (2.4.5) 
再 考察 (2.4.3) 的 第 4 个 方程 
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& = ye, NYl) = LAN) = alt, NYY) Jel). 


设 f(t,N) ME FR E aN) 与 Y(t,N) ERS voy B 
(2.4.5) RT, Ve > 0e < År IT > s BST HEY) < a 
从 而 


Eepe- 


与 不 等 式 (2.4.4) RM ,可 知 lim el) = 0. 因此 ， 
dm [z(t) + y(t) + 2(0)] = 0. 
这 与 z(t)+y(t)+ z(t) 三 1 蔬 盾 ,所 以 
lim sup (£) 20. 
定理 2.4,1 告 诉 我 们 , 易 感 者 在 总 人 口中 的 比例 x (0) 不 可 能 趋向 于 零 ,至 


少 是 弱 持续 生存 的 , 由 定理 2.4.1 的 证 明 还 可 看 到 ,只 要 染病 者 的 比例 中 = 
»() 一 9, 必 有 移出 者 的 比例 信人] = (e) eo .所 以 关键 在 于 讨论 染病 者 的 比 
例 y(t) 是 否 趋 向 于 零 ? 下 面 我 们 将 致力 于 寻找 疾病 消亡 与 否 的 条 件 ， 

由 于 模型 (2.4 .人 的 前 三 个 方程 中 不 含有 z ,故我 们 只 需 讨论 由 前 三 个 方程 
所 构成 的 系统 
| = N(t)[B(t,N) - a(t, N)y(2)], 


a = f(t,N)[1- x(4)] -Plt £, y, ND + alt, N) x(t) y(t), 
y = OG, xy, N)-EFU,N)+ YG.ND) + a(t,N) y(t) + ale, N)Y! (2). 
(2.4.6) 
注意 到 (rx ,0,N) = 0, E JL CN" (t),1,0) & (2.4.6) 的 一 组 解 ,其 中 
N'G)EAE 
N = N(t)B(t,N) (2.4.7) 
的 任 一 正解 ， 
引 理 2.4.1 ”考察 方程 (2.4.7D， 
D 存在 >05 Tir ,使 得 对 一 切 t >TAS<NGQ) SNR Km 
N(t) 是 (2,4.7) 的 正解 ,N 为 一 常数 ,适合 B(t,N)< 0 
2) X Ni G), No (t) 为 方程 (2.4.7) 的 任意 两 正解 , 则 必 有 
Jim UN GO — N2(2)] = 0. (2.4.8) 
证 明 1) 由 条 件 (3) 与 人 4) 可 知 


aN x NBG,N) « 0. 
t Ive 


§2.4 JERE Ate 175° 


HIT Sy FS IIT H7NGSN. 

另 一 方面 ,由 条 件 (3 3 6-018 BA, Se BT B(t,N) 关 于 NN 单调 
减少 80,08 39 N« sHABG,N) 2B, dD >>. TEŽO 
Nx 
b = NOBGNOD Z NG)BG 9) > FNO). 


MU AL Sy SEAS T, ENG) è 
RT = mazxjT,T|, 当 + 之 工时 有 
ss<N(<Nd 
2) 由 解 的 惟一 性 定理 知 ,Ni(t) AN, GO) Vit 20. PBR NO) > 
N (t) ,将 它们 分 别 代入 方程 (2.4 ,7), 相 减 可 得 


&LnN, C) -ImNz(D] + BU, NaC) - BUN, G = 0. 


积分 得 
InN;G) = IN C) + | [BC Ni GO) ~ BGis Ns Q0) Ida 


= InN, (to) — InN (to). 
注意 到 Ni (t) TN (t) ,可 得 


[tbe o» = BG,N GO) dt < InN (to) — Ing Go) <+ 99. 


由 条 件 (4) 易 知 BCt,N,(t)) - B,N, (t)) > 0, 且 一 致 连 续 , 从 而 
dim [BG N (0) -= BG,N,G))] = 0. 
再 由 B(t,N) 关 于 N 的 单调 性 ,可 知 
Jim EN, CO) - N,G)] = 0. 

3E X 2.4.25! RARAJ pi = 1.2. 0 EXER iA] ,存在 
相应 的 正常 数 a a (TRES ij 有关) 使 

[tco -£COMemaG-s-4 (RLK-al s) +a) 
对 一 切 tS s Pr MERARI O) 彼此 积分 无 关 ， 

5|9 2.4.25) RAAT 


Gea A(z, r€DCR. Alt) = (as) om 


为 一 三 角 和 矩阵 函数 ,ft E10, + 00), A CO MAR ABA fay} ,i = 12.000, 
彼此 积分 无 关 , 则 此 对 角 线 元 素 就 是 方程 互 异 的 特征 根 .此 时 微分 方程 可 通过 适 
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当 线性 变换 化 为 
X - BG». 


其 中 矩阵 B (0) 是 由 特征 根 构成 SAA. 
定理 2.4.224 考察 系统 (2.4.6) , 令 


RC) = SG L0, N (0) -EN G)) + YEN GD + aN" G9] 
(2.4.9) 


= lim sup 7 al, R(u)de, (2.4.10) 


其 中 N" (tb 是 方程 (2.4 .7) 的 任 一 正解 ， 

DAR >0， 则 lim supy (t) > 0, 即 y(t) 弱 持 续 生存 ; 

2) & R <0, W(2.4.6) RECN" (t),1,0) 是 局 部 渐 近 稳定 的 ， 

证 明 ”首先 我 们 证 明 R 578.4. 的 正解 N (0 的 选择 无 关 ， 

设 Ni(t) 与 N,(t) 是 方程 (2,4.,9) 的 任意 两 正解 ,将 NOD 与 N,(t) 分 别 
RA (2.4.9 式 ,得 
R(t) = B21,0, Ni(2)) = LAG NLGO) + YGN,G)) + a(t NL GP], 
R(t) = $,0,1,0,N, (0) — [fs NE))  YGN;GD + a(t, N,(1))]. 
(2.4. 8) 式 与 基本 假设 易 知 

Jim ER, GP) - RC] = 0, 


从 而 
Jim d f. ER, (u) - Ri GM = 0. 
设 
EN QR S(t) + 0,2 >+ 0. 
从 而 
二 Rilw)du = 7 = (udu + 8(t). 
两 端 取 上 极限 得 


R =R. 
这 说 明 民 , 不 依赖 于 方程 (2,4, 力 正解 的 选取 ， 
现在 ,我 们 来 证 明定 理 的 结论 ,系统 (2.4 ,6) 关于 (N”(t),1,0) 的 线性 近似 
系统 的 系数 矩阵 为 


$2.4 ” 非 自 治 传染 病 动力 学 模型 UP 


N* Balt, NT ) + BUN‘) 0 N*a(t,N*) 
A(t) - By(1,1,0,N*) — FCN") + d 0 ON’) - D, (,1,0,N"} talz, N") 
Py(7,1.0,N*) $,G.1,0,N*) RG) 


HF 6(t,1,0,N) 0, 4E 
9$, (21,0, N) = By(2,1,0,N) — 0. 


于 是 
N° By(z,N") + B,N?) 0 N` alt, NT) 
AG) = 0 —fGLN") - 6,(2,1,0,N"} eG NT). 
0 0 R(t) 


其 中 A(t) 是 一 上 三 角 矩 阵 ,在 我 们 的 基本 假设 下 ,容易 验证 , 它 的 对 角 线 元 素 
是 相互 积分 无 关 的 ,于 是 由 引 理 2.4,2, 可 通过 适当 线性 变换 将 (2.4 ,四 关于 
(N”(t) ,1,0) 的 线性 近似 系统 变 为 

j^ = [NI (BUN 6D + BG,N' GJ), 

tr => fN? (4)) z(t), (2.4.11) 

la = R(t)a3(t). 
因此 ,系统 (2.4 .6) 的 解 (N° (t) ,1,0) 的 局 部 稳定 性 问题 就 化 为 系统 (2.4.11) 
零 解 的 稳定 性 问题 , 

注意 到 NT (t) 满足 方程 (2.4.7 与 N(t 之 1 再 由 条 件 (4) ,我 们 有 


J UNT GOBy Gi N* G0) + BON G) Hd 


- f N° GO BG N" (u))du + | anN (2) 


<- 8 8(t — to) + InN* CO) - InN' (to). 
Fe (2.4.11) 的 第 一 个 方程 知 , 当 t+ oo BE x, (1) 0. 

据 条 件 (D 知 f(t,N”(t)) BELA MA24.1) 的 第 二 个 方程 可 知 当 
t>+ off x,(t)— 0. 

因此 KA (2.4.10) 零 解 的 稳定 性 取决 于 R NERS 5R < 0 时 局 部 新 
ERE, AR > 0 时 不 稳定 ， 

应 当 指出 模型 (2.4 ,6) AT (2.4.3) 疾病 消亡 与 否 的 阔 值 之 所 以 能 得 出 ,得 
益 于 这 类 模型 相应 的 Jacobi 矩阵 是 一 三 角 阵 ,对 不 具备 这 一 特点 的 非 自治 传染 
病 模型 , 阔 值 的 获得 尚未 解决 ,稳定 性 的 讨论 也 是 一 个 比较 困难 的 问题 ， 

还 应 指出 ,R = 0 仅 是 系统 (2,4.6) PIRE CN" (t),1,0) ARBRE E m E 
E.R <0 仅 保证 了 在 (N* (1),1,0) 邻近 患 病 比例 很 小 时 ,疾病 会 逐渐 消亡 : 当 
患 病 者 比例 较 大 时 的 情况 不 得 而 知 , 换 句 话说,R >0 并 不 能 保证 解 (N” (t),1， 
9) 的 全 局 稳定 性 ,这 一 结论 可 从 以 下 特例 中 看 出 ， 
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f| 考虑 自治 系统 
dN 


gr = BING@ING), 
dE = 1-2 ely + 203°), (2.4.12) 


E = z(y £20y!) - 2y. 
R BO) »0,B, «0H JN IE BON) « 0,2 Z8 0 (2.4.12) 的 第 一 个 方程 
存在 正平 衡 位 置 N” , 且 它 全 局 渐 近 稳定 ， 

对 比 模型 (2.4 .6) ,这 里 gt ,N) 二 Qf (tN)= Wt,.N)=1,P(t,x,y, 
N) = z(y + 20y). i 

R(t) = (1,0) -(f + y) =-1, R--1«0. 
据 定理 2,4 知 ,平衡 点 (N” 10) 是 局 部 渐 近 稳定 的 ,但 它 却 并 不 全 局 稳定 ,因为 
由 (2.4 .12) 的 后 两 个 方程 容易 看 出 (2.4 .12) 尚 有 两 个 正平 衡 点 ， 

如 果 不 考虑 因 病 死亡 率 ,那么 我 们 可 以 进一步 得 到 疾病 全 局 消失 与 否 的 阔 
EER, 4 1, N) 0, EE BMA (2.4.7 的 一 个 正解 N (t) ,于 是 模型 
(2.4.6) 可 简化 为 

t= fG)1-x(G)]- (xy). 
y Gy) - LG) + v(t) J y@). 
Ep fe) = FfGN' G), ya) = YUN’), OC, 2,9) = Olt, x,y, 
N'G». 
5E382.4.3U $ R(t) = &,0,1,0) - [FG + Y(0]. 


"Rude 


d a fo 
R = lim gup —. 


(2.4.13) 


E: 


$(1,1,y) < y@,(2,1,0). (2.4.14) 
DAR <O X (2.4.13) 的 任 一 正解 y(t) 有 
Jim y) =0, 疾病 消亡 ， 
2) 当 R >0 时 ,系统 (2,4,13) 的 零 解 不 稳定 ,疾病 持续 ， 
证 明 R > 0 结论 是 定理 2.4 的 特例 , 故 只 需 证 明 R < 0 情形 ,注意 到 0 < 
x(t) <1, 由 基本 假设 (7 ) 可 知 


dinya) = XO = 903) - Lj) 4 ya] 


«o9 - cu) yo) 


$2.4 JFRAME Re . Um 


< $,0,1,0 ce-LfC + GO]. 
= R(t)t+e, 
其 中 8 为 任意 小 的 正 数 ， 
积分 得 


yG) < yita Jel KEO, 
当 民 <0 时 ,可 取 8 足够 小 使 当 t 准 1 时 有 


POESIO E 
从 而 
Jm y(t) =0, Yy) > 0. 
应 当 指出 A (2.4 14) 是 比较 容易 满足 的 ,例如 
Ot,x,y) = V(t,x)y, 
其 中 四 (t,x ) 表示 在 t 时 刻 当 易 感 者 数 为 x 时 一 个 病人 的 传染 率 (单位 时 间 内 
传染 的 个 体 数 ), 由 基本 假设 (7 ) 知 
于 (tx) Wl). 
ERE O(c 1.0) = VOD ,条 件 (2.4.14) 显然 满足 ,所 以 定理 2,4,5 实 际 上 
是 对 相当 广泛 的 一 些 类 型 的 发 生 率 获得 了 疾病 全 局 消亡 与 否 的 六 值 ， 
再 生 数 
在 R(t) 的 表达 式 (2,4 ,9 m$ 


AC) = AL] 各 010N Ca) dda, (2.4.15) 
tty,” 
BO) = AL] UG NT Q0) + YN G0) + alu, NT QO) M, 
(2.4.16) 
从 而 (2.4 .10) 式 可 写成 
R= lim supL A(t) - B(Ct)]. 
# Jim AC) Bi lim BCe) 存在 , 则 
R = lim supAG) - lim infBCO. 
此 时 , 令 
lim supA(t) 
mte (2.4.17) 


4R, < 工时 有 R< 0 AT tim y(t) -0; 
当 Ro > 工时 有 民 > 0A Tilim supy( 2) 0. 
AUR, = 1 EAXORIBU 5T RR, 
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下 面 来 解释 R 的 实际 涵义 ,注意 到 
®(t,z,y,N") = G(t,x,y,N") - G(t,x,0,N*) 
= as enn dy, 0€»«» 


ak 


$G.xyNT) 09  G SN) 
y = T 


A ex S NT - 
由 于 多 ”表示 疾病 的 发 生 率 ae 表示 一 个 患 病 者 在 单位 时 间 内 传染 的 个 体 
数 , 从 而 (2.4.15) 中 的 A (0) 表示 当 人 群 中 全 为 易 感 者 时 在 各 时 刻 上 的 患 病 者 
能 传染 人 数 的 平均 值 ,在 (2.4.16) 的 B(t) 中 如 果 将 出 生 率 系 数 f 替换 成 自然 


死亡 系数 d ,那么 B 将 普 换 成 


B = | AN Q0) + YC, N? GoO)+a(e NT Q0), 


t= ty 
这 显然 是 在 各 时 刻 t 患 病 者 的 平均 患 病 期 , 若 将 BER (2.4.17) 中 的 B , 则 所 得 
WR, 显然 可 看 作 是 自治 模型 中 基本 再 生 数 的 推广 ,与 (1,2,8),(1,2,9) 对 照 可 
见 , 由 (2,4,17) 所 表示 阅 值 R 可 以 看 作 是 自治 模型 中 修正 再 生 数 ( 当 人 群 均 为 
易 患 者 时 的 修正 接触 数 ) 在 非 自治 模型 中 的 推广 ,事实 上 ,在 模型 (2,4, PE 
$p = BI gas y 均 为 常数 , 则 (2.4.3) 退化 为 一 自治 的 具有 指数 出 生 和 


标准 发 生 率 的 SIS 模 型 ,这 时 
©" (t, 2N, zy, N) _ 
Se = 


ltz, y, N) = 
于 是 4( = Bp,B(t)= foy am 
R, 


Rey, ©, (2,1,0,N") = f, 


oo” f+yta’ 


这 正 是 由 (1,2,8) 式 所 表达 的 修正 接触 数 8. 
$2.5 具有 脉冲 的 传染 病 模型 


在 前 面 所 讨论 的 模型 中 ,我 们 总 是 假定 种 群 的 出 生 率 或 为 一 常数 ,或 与 当时 
种 群 的 个 体 数量 成 正 比 (指数 出 生 ), 总 之 ,都 是 假定 种 群 每 时 每 刻 都 有 出 生 ,这 
一 假定 对 那些 个 体 数量 大 且 世 代 重 全 的 种 群 一 般 说 来 是 合理 的 ,但 对 有 些 动物 
(例如 某 些 海洋 动物 ) 来 说 ,它们 总 是 在 每 年 的 特殊 月 份 中 生育 后 代 , 换 名 话说， 
其 出 生 率 并 不 是 时 间 的 连续 函数 ,而 是 以 脉冲 形式 出 现 的 ,另外 ,为 控制 传染 病 
的 流行 而 注射 某 些 疫苗 ,也 往往 是 在 每 年 一 定时 间 内 进行 的 ,也 是 一 种 脉冲 形 


§2.5 Rabe + BL: 


式 , 因 此 ,在 上 述 两 种 情况 下 ,用 脉冲 微分 方程 描述 种 群 的 增长 和 疾病 传染 的 规 
律 更 加 符合 客观 实际 ， 


2.5.1 ”脉冲 微分 方程 的 基本 概念 


脉冲 微分 方程 是 对 在 一 系列 固定 时 刻 发 生 快速 变化 或 跳跃 的 运动 规律 的 描 
XR ,是 对 某 些 客观 现象 更 真实 的 反映 ,在 科学 技术 领域 有 着 广泛 的 应 用 ,20 世纪 
80 年 代 以 来 ,其 基本 理论 已 有 很 大 发 展 ,一 般 脉 冲 微分 方程 的 定性 理论 也 基本 
完善 , 若 按 脉冲 时 间 来 划分 ,有 固定 时 刻 和 非 国定 时 刻 两 类 脉冲 方程 : 若 按 方程 
类 型 划分 ,有 脉冲 常 微分 方程 脉冲 时 湾 微 分 方程 脉冲 积分 方程 等 ,下 面 仅 以 固 
定时 刻 的 脉冲 常 微 分 方程 为 例 介 绍 有 关 基 本 概念 ,有 兴趣 的 读者 可 进一步 参阅 


[26,27]. 
脉冲 微分 方程 及 其 解 
固定 时 刻 的 脉冲 常 微 分 方程 一 般 可 表示 为 
& faa), tu, k= 1,2, 


Ani = (aly), t= te (2.5.1) 


(ty) = zo, 
其 中 FE CLR x R",R") 且 满 足 局 部 Lipschitz% 1, € CLR", R"], Az = 
alri) - cle) to € R, a(r) = lim x(n +h). 
en 

X253 Rt << <Q) B ROS) FR ,如 果 下 
列 条 件 满足 ， 

D StF gh x(t) 满足 微分 方程 

Zz = flt.x); 
2) 当 t = 下 时 ,x (t) 产生 跳跃 , 且 满足 
pe =ax(y), 2(cy) = lim zím, +A), 
m 


a(ti) = rlu) + Au = x(n) + h(x()) = lala 
3) Sy Sesh at) 是 下 列 初 值 问题 的 解 


is = flee), 


X(t0) = To; 


4) 当 t > g HaC) 是 下 列 初 值 问题 的 解 
i = flor), a LEL t 


aln) = rlr), k =1,2,, 
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即 以 在 处 跳跃 后 的 什 x (车 ) 为 初 值 的 解 ， 
有 时 也 把 方程 (2,5,1) 写成 


M = fle), xu 
alri) = e, 


$2.51 设 有 方程 


Z = alt), tan, 


Am = dx, =n, 
zlto) = xy. laln 
RA (ty xg) HEKATO S S ) E 
E Sess yh AERA 


z(t) = xyexp(f, @(s)ds). 


(2.5.2) 


由 定义 知 
x(r}) = avexo[J 06245) dien], (sas) 
= x1 + d es^ a(s)ds), 
于 是 当 5 <i< phew 
x(t) = zoll+ di exo( |" a(s)ds )exp( f" (045) 
= x(k + dex], a(sdds). 
而 
a(r) = zlta) + dazte) = v dO + da dexp( |" ols)ds), 
wy cie. HER 
z(t) = zoll + di)(1l+ d,)exo("a(s)ds Jexp( f a(s)4s) 
= s [la + delf. acas) 
一 般 地 At EUST 
z(t) = zo T] (+ di)exp(| 


(ge EE K 


a(s)ds) 
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25.2 写 出 具有 脉冲 形式 出 生 率 的 n 维 Lotka-Volterra 系统 ， 
解 ”n 4E Lotka-Volterra 系统 为 
w. =a,[(, - 4) - Jaz], i= 1,2,,n, 
Hob 分 别 为 第 i 种 群 的 出 生 于 和 死亡 率 系 数 ， 
由 脉冲 方程 定义 ,容易 直接 写 出 具有 脉冲 出 生 率 的 Lotka -Wolterm 系统 如 下 
[a -Men ] tu kA B20, 
Axa = 2,007) - ay) = bax,(), i = 1,2,.,n. 
脉冲 微分 方程 的 周期 解 
我 们 知道 对 于 自治 的 微分 方程 ,人们 关心 的 问题 首先 是 其 平衡 点 的 存在 性 
和 稳定 性 ,对 于 脉冲 微分 方程 而 言 ,即使 方程 右 端 不 依赖 于 t, 由 于 Ax, 依赖 于 
时 间 ,所 以 系统 不 是 自治 的 ,一 般 说 来 ,无 平衡 点 可 谈 , 当 Af = 一 | 为 常 
数 时 ,通常 所 关心 的 是 周期 为 Af ”周期 解 的 存在 性 和 稳定 性 ， 
定义 2.5.2. 将 不 含 初 值 条 件 的 系统 (2.5,1) 记 作 (2,5,1)', 设 
1) 存在 正 数 w, 使 f(t + wx) =f Cuz) Vt ER: 
2) FEES my, = tt ole, =h. 
2E (2.5.1Y XE[0, o] 上 的 解 x(t) 满足 
x(ttw-0)=x(t-0), tER, 
则 称 x(t) BAA (2.5.1) 在 [0, wl 上 的 周期 解 ， 
显然 , 当 解 x (t) WE x(0) = x (w) 时 ,由 (2,5,1) 所 定义 向 量 场 的 周期 性 
假设 可 知 
. er een, ed 
UO tli de e 处 左 连续 
就 是 方程 (2,5,1)” 的 一 个 周期 为 w 的 周期 解 ,简称 w 周 期 解 , 
因此 ,(2.5.,1)” 的 w 周 期 解 的 存在 问题 SF (2,5. 在 [0, wl 上 满足 边 
值 条 件 ;x (0) = x Cu) 的 解 的 存在 问题 ， 
周期 解 局 部 稳定 性 的 判定 
周期 解 稳定 性 的 判定 是 一 个 比较 困难 的 问题 ,下面 介 绍 的 定理 ,对 一 些 较 特 
殊 的 周期 系统 往往 是 可 行 的 ， 
定理 2.5.17) 设 有 周期 系统 


NM f£€ CUR x RR, 


wR) = glk), pe € CIR. Rr, 
其 中 f(tt1,y) = 了 (ty) ,YtE Rig = p : 且 系 统 (2.5,3) 关 于 其 周期 解 


(2.5.3) 
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y(t) 的 线性 近似 系统 为 


dr. 
[s AG), ea) 
x(k) = Bin, 


并 设 @(b 是 (2.5.4) 中 方程 的 一 个 基 解 矩阵 , 即 满足 


IP LAMPU), D0) = EHT), 


若 矩 阵 

M = B,®(1) 
的 一 切 特征 根 的 绝对 信 均 小 于 1, 则 系统 (2,5,4) 的 零 解 ,也 即 系统 (2,5,3) 的 周 
期 解 y(t) 局 部 渐 近 稳定 ， 


2.5.2 具有 脉冲 的 SIS 传 染病 模型 


我 们 仅 以 简单 的 传染 病 模型 为 例 来 介绍 具有 脉冲 出 生 和 脉冲 疫苗 接种 的 模 
型 ,进一步 的 讨论 将 在 第 5 章 中 进行 ， 

具有 脉冲 出 生 的 SIS 模型 

设 种 群 的 内 豪 增长 率 r =b 一 d ,其 中 b 与 d 分 别 为 出 生 率 和 自然 死亡 率 系 
数 ,密度 制约 仅 影 响 出 生 ,K 是 环境 对 种 群 的 容纳 量 ,无 垂直 传染 ,无 因 病死 亡 ， 
病人 的 恢复 率 系数 为 ,采用 双 线 性 发 生 率 H Ag = 1. 由 2,5,1 的 知识 ,容易 
建立 下 述 具 有 脉冲 出 生 的 SIS 模 型 ， 


dN _ 
A =~ aN, 


d$ ds. ps1 + yt, tA kk Ys, 


S = gst — yt - dt. 


N) = [1 +b -AWD Woy, 


SG) = st) + [e OG, tsk, 


IG*) = HE). 
由 于 N = S + 工 , 故 只 需 考察 下 列 系统 


dN __ 
an dN, 


UL iN - DI -Cr 1, 


(2.5.5) 


DX, (2.5.6) 


$2.5 ”具有 脉冲 的 传染 病 模 型 
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Ive = [1+5- NO Ne )， 
IQ) = IG), 


关于 无 病 周期 解 与 地 方 病 周期 解 的 存在 性 我 们 有 以 下 定理 
定理 2.5,2 考察 由 (2.5.6)\(2.5, 妃 所 构成 的 模型 ， 


D 此 模型 总 存在 无 病 周期 解 (N? (0,0); 


2) s AGOde > 0 时 ,还 存在 地 方 病 周期 解 (N; OE (0), 


EP AG) = BN GO CO). 


t=k. 


(2.5.7) 


WES] D 无 病 周期 解 (N? (0,0). 的 存在 性 等 价 于 微分 方程 边 值 问题 ， 


dN 
aN LLAN, 
NO) = [145 -AD No 
的 解 的 存在 性 ， 
E 
1 
z(t) = NG)’ 
则 系统 (2,5,8) BA 
dz 
E] =d' x, 
KŻ (1) 
I KED COEL 


FFE (2.5.9) 适合 初 值 (0,z(0)) 的 解 显然 为 
x(t) = z(0)e”， 
从 而 有 
z(1) = z(O)e*. 
代入 边 值 条 件 (2,5,10) 可 得 


加 Kz’ (0) 
20) = yb) Ke) 7 
解 之 BARE 
<0) = vp KS 
于 是 
Nie) = Ket ee) ow, 


7 


t € (0,1). 


(2.5.8) 


(2.5.9) 


(2.5.10) 


(2.5.11) 


+ 86 - 第 2 章 传染 病 动力 学 的 发 展 方向 概述 


2) 注意 到 模型 (2,5.6) 与 (2.5,7) 中 关于 N 的 方程 中 不 含有 I(t), 故 


N (t) = Ny (t), 
且 已 由 (2,5,1D 式 给 出 ,而 [2 (t) 应 是 下 列 微分 方程 边 值 问题 的 解 


di 


i = UNS G) - H(t) - (7 01), 
I(0) = I(D. 


4 


x0 = qe 
则 系统 (2.5.12) 变 为 
is =-A(y +8, 
y0) = y(1), 
EP Act) = BN CO - Cv 4). 
线性 方程 (2.5.13) 满足 初 值 (0,y(0)) 的 解 为 
ya) = eh! yc) 4 af barra |, 
从 而 有 
yd) = efi yc) + pf ea au], 
将 边 值 条 件 (2.4.14) 代入 ,可 得 
(eso -1)y(0) = gp imas. 


由 等 式 (2.5.16) 可 见 , 当 | 4(e)dz > 0 时 ,有 
pf i dw 


0 


3(0) = y(D = fon 0, 
RA (5.15) 式 可 得 满足 边 什 条 件 的 y(t) ATT = E QD. 
故 当 条 件 | AC de > 0 ,地 方 病 周期 解 (N; G),E QD 存在， 


具有 脉冲 接种 的 SIR 模 型 [91 
1£(1.1.2) 中 ,我 们 曾 提 及 具有 连续 接种 的 下 述 SIR EID; 


四 这 里 增加 了 因 病 死亡 率 项 d. 


(2.5.12) 


(2.5.13) 
(2.5.14) 


(2.5.15) 


(2.5.16) 
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[d$ = ok - asi - oS - pS, 

dc 

al gst = (7 + b)i- al, (2.5.17) 
aR = yr ER + ps, 


这 里 由 于 对 易 感 者 连续 接种 , 任 一 时 刻 上 单位 时 间 内 均 有 比例 为 P 的 易 感 者 具 
有 免疫 力 ,他 们 从 易 感 者 类 移出 而 进入 移出 类 R, 
当 接种 不 是 连续 方式 而 是 在 固定 时 刻 (t = kk = 0,1,2,…) 进行 时 ,将 可 
用 下 述 脉冲 系统 描述 ， 
ds 


dS = ok ~ pst - bS, 
d-gst-(y*b aM. Ak,k=0,12,", (2.5.18) 
aR = yr- iR, 
S(k') = (1 - p)S(k), 
Ie) = Hk), R= O12, (2.5.19) 
R(T) = RG) + pS(k). 


现在 ,我 们 来 讨论 此 模型 的 无 病 周期 解 的 存在 性 与 稳定 性 ， 
定理 2,5,3 ”由 (2.5.18) 与 (2,5,19) 所 构成 的 模型 ,其 无 病 1 周期 解 
(8' (0,0, R* (1) 必 存 在 , 且 有 


Kpe* Kpe™ 


ML tye p 
S O =K- -pe R O = ia- pe (2.5.20) 
ES 41) 三 0 时, 求 1 周期 解 分 量 5”(t) 等 价 于 求 微分 方程 边 值 问 
是 
{a= (2.5.21) 
S() = (1 - p)S(1) (2.5.22) 
BE DIEC. 5.21) 适合 初 值 (0 ,S(0)) EROS 
S(t) = K+[S(O - K]e*, (2.5.23) 
从 而 


S(1) = K + [S(0) - Kje”. 
代入 边 值 条 件 (2,5,22) 得 
S(0) - (1 - p)[K + CS(0) - K)]e* = 0, 
解 之 得 
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A e? ) . K(ü-e*) 
SO) = Tap)? SO = Te ye 


HRA (2.5.23) 得 
. _ Kpe* 
S'(t)=K dpe? t € (0,1). 
ZO 二 0 时 , 求 1 周期 解 R(t) 等 价 于 求 边 值 问题 

dR 

{a =- oR, 
R(0) = R(D + pS(1) 
的 解 ,用 美 似 的 方法 可 得 


P 
RO) = RPE, € 0,0). 


(1 = p)e 
. a. Æ pe =) E 
定理 2.54 io = A [- ie 5] #o<i a 


(2.5.18) 与 (2.5,19) 所 构成 的 模型 的 无 病 1 周期 解 (S* Q),0, R^ (t)) 局 部 渐 
证 明 ”做 变换 
x(t) = S(t)-S'(t), y) = (1) -0, z(t) = RG)-R'G), 
可 得 原 系统 关于 1 周期 解 (S* (0,0, R Q0) 的 线性 近似 系统 为 


dz 

de -6 -BS'GQ) 0 fe 

z =] 0 pS(t)-b-y-a 0 2 (2.5.24) 
de 0 y -bj'x 

dt. 


不 难 求 得 (2,5,24) 的 基 解 矩阵 为 


e oa 0 
$(:)-|0 gy Of, 
0 pz € 
其 中 
oa = em| L8" CO - 6 - a - ylar 


_ ae pe’ (e™ — 1) 
= exp| AK b acne PEERS. 


Pr =- perfis (ren (rede, 


: 
Pz = =f Ye» ce" dr. 
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由 方程 组 (2,5,19) 可 得 


x(k') (1—5) 0 01 [z(&) 
yk") -| 0 1 o| 四 


x(k) p 0 1 Lek) 


应 用 定理 2.5.1, 
1-p 00 a-p) 10-50) 0 
«| 0 1 sou =| 0 920) J 
p 01l Be" ppell)+ pall) e 
显 见 ,矩阵 M 的 三 个 特征 根 分 别 为 
A, 2 (0-7 pie’, ài = ga(D, A3 =e” 
AFO<p<1o>0, M0<A,<1,0<a,; <1, 
Pall) = ep AK —(b +a + 7) + PEEL] 


-6 


blè ~1+ p) 
" b 
= exp Sli -h +e »| 


=expl(¢-1)(6+a4+ y)]. 
4 gIB i= gM) <1. 
据 定理 2.5,1 可 知 , 当 o C1 HECS" (1) 0, R* COD 局 部 渐 近 稳定 ， 
文献 [ 29] 还 利用 Liapunov 函数 法 和 脉冲 微分 不 等 式 证 明了 ; 当 < 工时 
(8° OLOR G) 是 全 局 渐 近 稳定 的 ,我 们 将 在 第 4 章 中 讲述 ， 
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前 面 所 讨论 的 模型 ,都 是 在 一 给 定 的 区 域内 考虑 ,而 且 假定 种 群 和 仓 室 中 的 
成 员 均 在 此 区 域内 均匀 分 布 , 换 句 话说 ,我 们 没有 考虑 种 群 各 类 成 员 在 空间 的 扩 
散 ,事实 上 ,许多 传染 病 随 着 种 群 成 员 的 流动 ,在 空间 的 扩散 是 不 应 忽略 的 ,在 这 
种 情况 下 ,通常 有 两 种 建 模 思想 ,一 种 是 认为 各 仓 室 成 员 连 续 扩 散 ,从 而 在 原 有 
常 微 模型 的 基础 上 , 添加 对 空间 的 扩散 项 , 例如 ,对 应 于 第 1 章 中 的 模型 
(1.11) ,具有 扩散 的 SIR 模 型 为 
32 = as + ok - RSI — bS, 


Jot .- 
F ^ M + BSI - HL - yi, 


PR . AR 4 yI — bR, 
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EPS = S(t.z,y,2),1 = t,z,y,2),R = R(t,r,y,2), 


Ë € NET 
AU = 53 + + 


再 附加 一 定 闫 型 的 边 值 条 件 ， "n m 性 的 偏 微 分 方程 组 , 尚 很 少见 到 
有 关 的 研究 成 果 , 本 书 不 打算 涉及 ， 

另 一 种 建 模 思 想 是 认为 种 群 成 员 将 在 不 同 区 域 ( 斑 块 ) 间 迁 移 , SE H 
Hethcote iE 1976 年 就 建立 了 一 种 在 两 个 斑 块 环境 间 迁 移 的 传染 病 模型 0] ,但 
后 继 的 研究 工作 却 十 分 少见 ,文献 [31] 曾 提出 了 有 患 病 者 迁 入 的 模型 ,本 节 将 
建立 种 群 在 n 个 斑 块 间 移 迁 的 传染 病 模型 [3 ,并 以 两 种 群 为 例 介绍 文献 [3 的 
部 分 结果 ,以 使 读者 对 这 一 研究 方向 有 一 粗浅 的 了 解 ， 

种 群 在 n 个 斑 块 间 迁 移 的 SIS 传染 病 模型 

根据 文献 [33] 提出 的 种 群 动力 学 结构 ,假设 种 群 规 模 N 的 增长 规律 由 下 列 
方程 描述 ， 


aN - B(N)N- 4N, 


其 中 BIN) 是 种 群 的 出 生 率 系数 ,是 自然 死亡 率 系 数 , 当 种 群 不 发 生 迁 移 时 ， 
即 n 个 斑 块 相互 孤立 时 ,采用 双 线 性 发 生 率 ,不 考虑 因 病 死亡 ,在 第 i 个 斑 块 上 
的 SIS 模型 为 


— = BQNON, - u$, -RSh + YL;, 


de BS (p+ YE, 
HPS 5LBDARG 个 斑 块 内 易 感 者 和 患 病 者 的 数量 ,N， = S +L 是 种 群 
在 第 i DERRER AM, y 是 第 i 个 斑 块 内 患 病 者 的 恢复 率 系 数 ， 

BN, € N; € (0, + oo) 满足 下 列 基本 假设 ; 

1) BAN) >0, i-12,,n 

2) B(N.) € C (0, +), BE.(N) <0, i = 12,75 

3)g »B,(*9), i-12,".n 

文献 [33] 给 出 了 包含 在 有 关 生 物 学 文献 中 的 下 述 三 种 出 生 率 函数 ， 

BN) = 66%, a, > 0,6, > 0; 


2i : 
BAN) = TON bio qd n > 05 


Bi(N,) = 条 + A, >0c >0. 
它们 显然 都 满足 上 述 基 本 假设 
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现在 考察 种 群 在 斑 块 间 的 的 迁移 ,对 第 i POR ,在 它 上 面 的 易 感 者 8 
MARZ LBT AER G = 1,2,…,n,j AD ER UEBER GG = 1， 
2. nj ADERARE S MARZI 也 均 可 以 向 斑 块 1 迁移 , 设 更 块 1 上 的 
易 感 者 和 染病 者 迁 出 率 系数 分 别 为 ay 与 (ay 0 b; <0) ABER LG = 1， 
2. nj Fi) 上 的 易 感 者 和 染病 者 迁 入 斑 块 i 内 的 迁 入 率 系 数 分 别 为 a 与 
by (a; 之 0,b 20). FEE n 个 斑 块 间 迁 移 的 SIS 模 型 为 


"C BANON; -HS ~ BS, YE; + Xs. 

. m (2.6.1) 
Te = BS (p+ OE + x P-4,2,7,2. 
为 简单 起 见 ,忽略 个 体 在 迁移 过 程 中 的 出 生 和 死亡 ESRB EE Ca, ) 与 (by ) 均 不 
可 约 , 由 于 从 斑 块 i 中 迁 出 者 将 分 散 到 其 它 a 一 1 个 斑 块 ,从 而 有 


oS, bb (2.6.2) 
pr E 
RUE MARAE ID SI 模型 研究 
MBER 28 (2.6.2) 式 可 知 
T än = 8n» Tan = 8p» 
-babas -ön = bes 
于 是 相应 的 模型 (2,6 ,1) 可 写成 
= BANON, -Ga = 28, 7 ASL + yl — aa S 
S - ASI - Gne bl — bah, 
(2.6.3) 
db — (NON. ~ Qo ~ a2) Sr - Sil + Yala ~ an Si, 
ate = B Sih- (a + Ys ba)la bulis 


其 中 a <0.b <0,i = 1,2, 其 余 常数 均 非 负 ,再 假设 B (9 ) > pi = 1,2. 
首先 来 讨论 无 病 平衡 点 , 设 其 为 (S* ,0,S2 0). ERS] LS: ) 是 方程 组 
[54508 = Gn - ay)S, -azS: = 0， (2.6.4) 
B, (Sz) Sz - (pa — a) 82 - a5, = 0 
的 正解 ， 
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2n = PN- TOR- Ga *Y1 bah ~ bah, 
ah = AN: - BOE — Get Y 7 bg) E -bul 
在 E, (0,0) A EI Jacobi EMEA 
M- [eS tea - by | 
-bu B.S? + bn- p- Ye. 


容易 得 出 ,其 特征 方程 为 
Vk Ath, = 9, 
其 中 
hy = iSi + BS? + by + by — Yi Yu pp, 
hy = BSi BS? -bubn ~ By St (p2 + Yi bx) - BSZ Ga + 7- bu) 


+ (ga + Yy 7 bun + V2- ba) (2.6.5) 
其 主 特征 值 为 
{ye 
AM (Ur) = Pot BL Ah (2.6.6) 
BAB Ww wa (M) > 0 的 充 要 条 件 为 
i) hy 20,5 
ü)h < 0, 且 
14 BiSC Ih S; — bube BS! — 0. RS 
Gut Y, bu + Yi ba) ^g t Yi ba p t Ys bn 
(2.6.7) 


故 当 此 条 件 满足 时 ,无 病 平衡 点 Eo 是 不 稳定 的 , 即 疾病 将 持续 存在 

Zh <08 

BL St BST - buby BSI + ASI 
Cart Yi- bute + 2 — ba) 7 gi 8 Yy bn ba t Yo 7 0n 

BALL (M) < 0, 从 而 E, BIRERE ORC ERE PEO, 

条 件 的 实际 涵义 

(2.6.5) X WA i) h, > 0 ,意味 着 两 个 斑 块 的 易 感 者 均 达到 无 病 平 
衡 态 时 ,一 个 患 病 者 在 两 个 斑 块 内 总 的 发 生 率 (单位 时 间 内 传染 的 个 体 数 ) 大 于 
两 斑 块 内 自然 死亡 率 系 数 ,恢复 率 系 数 与 患 病 者 迁移 率 系 数 之 和 , 换 句 话说 , 单 
位 时 间 内 一 个 患者 在 两 个 斑 块 内 产生 的 新 患者 数 大 于 从 每 一 斑 块 内 患者 的 流失 


四 参见 62 页 脚注 . 
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数 之 和 ,这 时 ,疾病 自然 会 持续 存在 ， 
由 于 患者 从 斑 块 i PEH, ERER i 中 患者 的 平均 患 病 期 由 无 迁 出 时 
1 


l 减少 ;= 
may, 减少 Hy = 1,2). 
而 h， > 0 等 价 于 
Re BiSi + BS >1, (2.6.8) 


gt nob tut Ya b 
(2.6.8) 式 右 端 实际 上 也 就 是 把 两 个 斑 块 看 作 一 个 整体 时 的 基本 再 生 数 Ru , 故 
条 件 i) BRB AR, > 1 时 疾病 将 在 两 斑 块 中 持续 ， 

REX (2.6.7) 右 端 两 项 分 别 表示 斑 块 工 与 2 的 基本 再 生 数 Ri 与 Ri ,而 

BSi BS? ~ bubs RR bu NL 

Ga + v, - bu + Y; - bn) , ? gutYv-ba Ptn- be 
表示 一 个 患者 在 两 斑 块 各 自 的 平均 病程 内 分 别 产生 的 新 患者 数 的 乘积 与 各 BN 
程 内 迁 出 的 患者 数 的 乘积 之 差 , 记 作 On. 

TET DRA , 当 R。< 1 但 RS - 9, > 1 时 ,疾病 仍然 持续 ,由 此 可 见 ， 
在 有 迁移 情况 下 , 仅 管 把 两 斑 块 看 作 一 整体 时 基本 再 生 数 Ra < 1, 并 不 能 保证 
疾病 消亡 ,还 需要 加 上 条 件 


R,+R,-®, <1, 
才能 保证 疾病 消亡 ， 
迁移 对 疾病 传播 的 影响 
为 了 更 具体 地 观察 迁移 对 疾病 传播 的 影响 ,我 们 将 出生率 系数 选取 为 


BON;) ate, G <p i= 1,2. 


N; 
这 时 ,模型 (2,6,3) 简化 为 
E = b+c- (eg, 707a); - KS, + Yi; az S;, 
an = B Sih- Gn +71- buh, — bale, 
dS, 
d^ by + Cady — (ua 7 6; - ag)8; - fS; T; + Yalı - au S), 
dh, 


de 7 R9 (pt Yy - 6g) ~ bul. 
(2.6.9) 
此 时 (SY? ,S; ) 可 具体 地 表示 为 
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bray 一 #26) + cobi + bian 


5 -- Paki + pcr + idu + Copy 7 C364 — Caan t fy Ay — C102" 
st = = pib + ciba + aub + aub, 
z T paki + pact + Pray + Copy — 0361 — C2ay + fray — C10 
(2.6.10) 
当 种 群 不 发 生 迁 移 时 LED 
an = an = by = by = 0, 
时 ,系统 (2.6 ,多 变 为 相互 独立 的 两 组 系统 ; 
dS, " 
ap tah (a) - BS + nA, 
a (2.6.11) 
d -BSh- Gia + YO 
与 
dS, 
dr = htebos-o)S - Sb + Mohr, 
di (2.6.12) 
Sl (p+ YD. 
令 
-= Bib: ;= 
Ro = q aa iF 1,2. (2.6.13) 
容易 证 明 : 


当 R «d = 1,2) 时 ,疾病 在 斑 块 i 中 消亡 ; 

当 Ro > 1 时 ,疾病 在 斑 块 i(i = 1,2) 中 持续 , 且 相 应 系统 在 斑 块 i 中 有 全 
局 渐 近 稳定 的 地 方 病 平衡 点 ， 

现在 ,我 们 从 下 面 两 个 特例 来 看 种 群 的 迁移 对 疾病 传播 所 带 来 的 影响 ， 

例 2.6,1 在 模型 (2.6.9) 中 , 令 b =b = big =Q =e = hah, 
A= B= Yau = ax = bi = bx =- 6 

这 时 ,由 (2.6,10) 可 得 


由 (2.6.6) 式 可 得 


2Xw(M) = HBB) -20-2(g + y)* 


由 (2,6 ,13) 可 知 ,在 不 发 生 迁 移 , 即 6= 0 时 , 若 
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E cay, dol (2.6.15) 
则 疾病 在 斑 块 i 上 消亡 ;车 


28; 
ner, 


则 疾病 在 斑 块 1 上 持续 而 成 为 地 方 病 ， 
注意 到 当 朋 天良 时 ,有 


z 7 
JEB BY & cA +46 >20. 
由 (2.6.14) 式 可 见 , 当 8=0 时 , 若 (2.6.15) 成 立 ,疾病 在 两 斑 块 中 均 消 失 , 由 于 
迁移 ,8 >0, 可 能 使 XL (CM) >0, 从 而 导致 出 现 地 方 病 , 警 如 , 取 b = c= y- 
1.2=2,8 =5, 良 =1 在 无 迁移 (8= 0) 时 ,由 (2.6.13) 可 知 


Ro-$2L Rao= 吉 <1， 


故 疾病 在 斑 块 1 上 持续 发 展 成 为 地 方 病 ,而 在 斑 块 2 上 消亡 ES 8 = 1 ,迁移 出 
现 ,由 (2,5,14) 可 算得 
2A M) =-24+/20 » 0, 
故 疾病 将 在 两 班 块 上 均 持 续 存 在 ， 
例 2.6,2 ERH(26.9 P$ b sbh 2c =e 57,22 =R=1, 
B= 4,41 = pe = 2,ay = ay = by = by = 一 10. 容 易 算得 


Ra= 志 <l Rw = Fd 


可 见 , 当 没 有 迁移 时 ,疾病 将 在 斑 块 1 上 持续 存在 ,而 将 在 斑 块 2 上 消亡 SAE 
BRER, (2.6.14) 可 得 
2A,CM) =- 21+ / 409 <0, 
疾病 将 在 两 个 斑 块 上 均 消 亡 ， 
通过 以 上 两 例 可 以 清楚 地 看 到 迁移 对 疾病 传播 的 重要 作用 ,我们 也 可 以 利 
用 所 得 到 的 阔 值 公式 来 实现 疾病 控制 的 某 些 策略 , 
文献 [3 还 就 n TEER E ERE 00 SIS BERI (2,6 1) 证 明了 以 下 结论 ， 
定理 2.6.1 设 模型 (2.6,1) 满 足 基本 假设 1),2),3), 且 B,(0)>8,i= 
1,2,…,n, 记 无 病 平 衡 点 为 E (SY ,0,82 0,7, Sz 0) , 则 
D Sa; = bij = 1,2,…,n 时 ,Eo 是 全 局 吸引 的 ; 
2) 当 he (M) «OBI FE 8>0 ,使 得 当 L(0) < 6,i=1,2,.…,n 时 ,有 
Jim GGD, 100) -(S',0), 
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其 中 (S(t),I(t)) 是 系统 (2,6,1) 的 正解 ， 
3) 当 %w(M) > 0 时 ,存在 常数 e > 0, 使 (2.6.,1) 的 任 一 正解 (s(t)， 
I(t))) 满足 
lim inff,(2) Se, i-12,7,, 
即 疾病 在 n PER 内 一 致 持续 生存 ， 
定理 的 证 明 可 参阅 [323 . 
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非典 型 肺炎 国外 简称 为 SARS(Severe Acute Respiratory Syndrome) , 它 是 在 
21 世纪 第 一 个 突 发 性 的 恶性 传染 病 ,非典 型 肺炎 是 由 一 种 新 型 冠状 病毒 引起 
的 ,主要 通过 近 距 离 飞 沫 ,接触 病人 呼吸 道 分 泥 物 与 排泄 物 等 渠道 传播 ,潜伏 期 
约 为 2 — 12 天 ,通常 在 4 一 5 天 发 病 [%.371 ,临床 表现 为 肺炎 ,主要 症状 有 发 热 头 
RASS ZH FRR ,部 分 病人 的 呼吸 短促 ,窘迫 ,早期 白细胞 正常 或 
降低 , 肺 部 影像 学 显示 肺炎 改变 ， 

SARS 42002 u 月 发 现 以 来 ,迅速 蔓延 至 世界 28 个 国家 , 据 世 界 卫 生 组 
织 (WHO) 报 告 ,截至 2003 年 5 月 13 日 ,全 世界 的 SARS 病 例 已 达 8454 人 ,其 中 
792 人 死亡 B8] ,我 国情 况 尤为 严重 ,病例 高 达 5327A ,343 人 死亡 [3] ,在 2903 年 
4 月 下 旬 至 5 月 上 旬 流 行 高 峰 期 间 ,北京 市 每 晶 新 增 患 病人 数 高 达 百 人 以 上 ， 

由 于 人 们 对 这 一 突 发 性 的 新 传染 病 在 初期 缺乏 认识 ,在 发 病 初 期 未 能 采取 
有 力 的 隔离 等 预防 措施 ,又 无 预防 疫苗 ,致使 SARS 迅 速 蔓延 ,2003 年 4 月 18 H 
以 后 ,我 国政 府 采取 了 如 隔离 等 的 一 系列 强 有 力 的 预防 措施 ,使 SARS 在 我 国 的 
传播 得 到 了 有 效 而 迅速 的 控制 ,仅仅 两 个 多 月 的 时 间 就 使 SARS 的 病例 感染 在 
全 国 范围 内 消除 ， 

由 于 SARS 这 类 新 的 恶性 传染 病 来 势 凶 狼 ,人 们 又 对 其 缺乏 认识 ,因此 在 流 
行 初期 正确 地 建立 数学 模型 对 其 传播 规律 和 趋势 进行 预测 预报 ,研究 各 种 隔离 
预防 措施 的 强度 对 控制 流行 的 作用 ,对 各 级 决策 部 门 无 疑 是 一 种 重要 的 参考 ， 
SARS 流行 初期 已 有 少数 关于 其 传播 规律 和 流行 趋势 的 模型 研究 快速 面 
dito-2,55 ,但 截止 003 年 6 月 下 旬 ,反映 我 国 强 有 力 隔 离 预防 控制 措施 的 动 
力学 模型 研究 尚 不 多 见 ,本 节 将 介绍 我 们 课题 组 针对 SARS 在 我 国 的 流行 情况 
所 建立 的 两 类 模型 ,并 在 5 月 中 旬 流 行 高 峰 时 期 对 流行 趋势 和 强度 的 作用 所 作 
的 预测 预报 ,我 们 所 建立 的 模型 和 研究 方法 对 今后 突 发 性 的 恶性 传染 病 流行 规 
律 的 研究 也 将 有 一 定 的 借鉴 作用 
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2.7.1 EE EE S H E 


对 SARS 建立 模型 应 考虑 以 下 三 方面 的 因素 ; (i) 传染 病 的 一 般 传播 机 理 ， 
Gi) SARS 的 特殊 性 ,例如 由 于 它 是 新 发 疾病 ,我 们 对 此 疾病 的 传染 率 尚 难 以 估 
Vr : 潜 估 期 是 否 有 传染 性 尚 难 以 确定 等 ;( 这 ) 我 国政 府 一 系列 的 隔离 预防 等 措 
施 ,例如 ,对 确诊 病人 完全 隔离 治疗 :对 疑似 病人 的 隔离 诊断 :对 有 直接 间接 接触 
史 或 发 热 人 群 的 隔离 观察 :各 单位 的 半 封 闭 隔离 的 自我 保护 :以 及 对 交通 工具 、 
公共 场合 的 经 常 消毒 :对 城市 出 入 口 的 体温 测定 和 发 热 人 群 的 追踪 监测 等 ,这 里 
碰 到 的 困难 是 如 何 把 这 些 非 量化 的 各 种 不 同 强度 的 隔离 预防 措施 反映 在 模型 和 
参数 中 ?针对 一 些 尚 不 确定 的 因素 如 何 来 确定 模型 中 的 参数 ? 

文献 [44] 将 全 体 人 群 分 成 以 下 七 类 ,普通 易 感 者 (3 ) 一 未 被 SARS 病毒 感 
染 的 自由 环境 中 的 人 员 :高 危 易 感 者 (H ) 一 在 隔离 区 内 照看 确诊 病人 和 疑似 病 
人 的 医护 等 工作 人 员 ;潜伏 者 (EE) 一 已 被 病毒 感染 ,但 尚未 发 病 ( 由 于 潜伏 期 是 
否 传播 无 定论 , 作 保 守 的 计算 认为 传染 较 小 ): 未 隔离 病人 (IT) 一 被 感染 发 病 , 具 
有 较 强 的 传染 力 且 尚未 隔离 者 :疑似 病人 (P ) 一 潜伏 者 或 有 类 似 症状 ,他 们 已 被 
隔离 诊断 治疗 :确诊 病人 (Q) 一 被 隔离 且 已 确诊 的 SARS 病 人 :恢复 者 (R) 一 治 
BAHRA , 按 现 有 认识 他 们 均 具 有 免疫 力 ,根据 传染 病 的 传播 机 理 和 我 国政 府 的 
隔离 措施 ,我 们 建立 如 下 的 仓 室 转 移 框图 2.1， 
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图 2.1 模型 的 仓 室 转移 图 


其 中 S 为 自由 环境 中 全 体 易 感人 群 , 当 8 SE 中 的 人 群 接触 后 将 有 一 定 的 概 
率 感 染 而 进入 潜伏 类, 潜伏 者 一 部 分 将 被 隔离 诊治 进入 P : 另 一 部 分 将 在 自由 
环境 中 发 展 成 为 确诊 病人 工 , 设 平均 潜伏 期 为 5 天 13-451 ,根据 4 月 18 日 开始 平均 
每 天 报告 的 确诊 病例 有 80 % 从 疑似 病例 转 来 20 96 是 新 收治 的 [%] , 因此 
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1,20 1, 80 
t-$"40y "9-7 5 * 100" 
再 假设 潜伏 期 后 平均 3 天 将 出 现 明显 症状 而 被 确 论 隔 离 , 从 而 d = +P 


类 疑似 者 也 平均 3 天 可 被 确诊 而 进入 Q ,但 是 P 内 成 员 除了 SARS ERE St M 
有 部 分 是 来 自 S 的 非 感染 者 , 设 P, SP, 分 别 为 + 时 刻 卫 生 部 发 布 的 疑似 病例 排 
除数 和 由 疑似 病例 转 为 确诊 的 病例 数 ,经 平均 计算 可 知 P 中 未 感染 者 占 比例 为 


b 
b. tb, 


= 0.6341, 


d, = (1 ~ 0.6341) x $. 
进入 隔离 疑似 类 的 人 群 来 自 潜伏 期 Sb ,还 来 自 有 关 似 症状 但 非 SARS 感 
染 的 S 类 ,然而 由 于 S 类 人 口 数量 很 大 (全 国 13 亿 ,即使 北京 也 一 干 多 万 ), 而 与 
之 比较 感染 者 数量 非常 小 ( 几 千 人 ), 因而 若 以 KS 比例 进入 P , 则 由 于 k 过 小 而 
造成 病态 方程 ,淹没 某 些 特性 ,因此 我 们 对 这 部 分 进入 P 的 人 群 改 用 a, Q ,政府 
每 日 公布 数据 显示 ,增加 1 个 确诊 病人 平均 而 言 将 有 1,3 一 1.4 个 疑似 病人 141 
( 取 为 1,3) ,注意 到 这 1,3 个 新 增 疑 似 病 人 来 BL S HE, MRK B S 的 比例 为 


9.6341, 又 由 于 Q 中 病人 的 病程 为 30 天 , 故 平均 每 天 新 增 确诊 病 人数 为 名 , 因 
此 应 取 


1 
xr 

EAR BEAR A RER BOSE DURS AERE jb 19 天 的 观察 与 治疗 才能 
被 排除 ,因此 , 取 


d, = 1.3 x 0.6341 x 


b, = 0.6341 x L 


10° 
由 于 病程 为 30 天 , 故 y = we SARS BEES BEB 14 6) ,从 而 
1 
8- 30 x 0.14 


这 里 ,为 了 简单 起 见 ,我 们 假定 à = aH A ,As ,As A, 分 别 为 每 天 输入 该 仓 
SHAM ,在 模型 中 我 们 忽略 出 生 率 和 自然 死亡 率 ， 

最 为 困难 的 是 如 何 确 定 疾病 的 发 生 率 f 和 8g, 它们 对 流行 规律 起 着 至 关 重 要 
的 作用 , 且 极 为 敏感 ,下 面 以 f 为 例 加 以 说 明 , 设 一 个 病毒 携带 者 与 他 人 的 接触 
率 为 C. 由 1,2.2 节 可 知 疾病 的 发 生 率 为 
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^w S BCS > 
ICE + BCD sre TOR SES IS RUE YD 


= Be (2.7.1) 
其 中 R5 BAR ERAT MAIA BUS SE SRM SARS 病毒 而 言 ,我 们 
ERK QUes ,接触 率 C 反映 了 病毒 携带 者 活动 范围 和 能 力 的 大 小 (为 简单 
计 ,我 们 假定 E 与 工 的 接触 率 相同 ) ,反映 了 各 种 隔离 等 预防 控制 措施 的 强 弱 , 隔 
离 预防 强度 越 大 , 病毒 携带 者 与 他 人 楼 触 的 机 会 就 越 少 , 从 而 C 就 越 小 ， 


STE S RE 是 普通 易 感 者 在 可 接触 人 群 中 所 占 的 比例 ,然而 ,对 于 新 发 生 的 
SARS 病毒 , 和 不 是 清楚 的 ,而且 诸 多 隔离 预防 措施 其 强度 难 以 量化 ,因此 ,对 于 
每 一 个 I 类 病人 (EE 类 潜伏 者 通过 系统 k 折算 成 I 类 病人 计算 ) 每 天 传染 的 人 数 

BCS "NEN 
BO S TETTE g CRROSEOR ), 我 们 是 利用 每 日 发 布 的 数据 来 进行 拟 


an, 


自由 环境 中 疾病 发 生 率 E (SO E(t). EGO RO) A F(t) SUE c HH 
CHR tA) 自由 环境 中 的 新 增 被 感染 者 数 , 他 们 是 被 t 时 刻 EL BRE PE RES 
带 者 (包括 发 病 者 和 潜伏 者 ) 所 感染 ,由 于 新 感染 者 将 在 自由 环境 内 停留 8 天 (5 
天 潜伏 3 天 发 病 ), 故 t 时 刻 自由 环境 中 的 发 病 者 是 t 一 8 到 t 一 6 时 间 段 的 新 感 
WE ;t 时 刻 的 潜伏 者 是 t 一 5 到 一 1 时 间 段 的 新 感染 者 ,而 所 有 这 些 新 感染 考 
都 要 经 过 8 天 被 卫生 部 作为 确诊 病人 报道 出 来 , 设 t 时 刻 卫生 部 所 报道 的 确诊 
病人 数 与 医务 人 员 确 诊 病 人 数 之 差 ( 即 自由 环境 内 的 确诊 病人 数 ) 为 F(t). 于 
是 传染 率 


foa) FU +8) 
(i) = -—. (2.7.2) 
^ ED SPUD + ky Paj) 


fu 


我 们 以 4 月 a 日 为 时 间 轴 的 起 点 , 由 卫生 部 每 日 实际 人 S 7 的 数据 按 公 式 
(2.7.2) 计算 出 的 从 4 月 21 日 至 5 月 16 日 的 BOO = 1,2,…,25) 如 图 2,2 中 
的 星 点 所 示 , 由 这 些 星 点 所 得 的 拟 合 曲线 风 t) 如 图 2,2 所 示 , 利 用 曲线 回归 的 
方法 可 得 这 一 拟 合 的 传染 率 曲线 的 方程 为 
BCE) = 0.002 + 0.2496e =. (2.7.3) 

同 理 可 得 隔离 区 内 一 个 病毒 携带 者 对 高 危 易 感 者 的 传染 率 曲线 , 

应 当 指出 ,模型 中 的 某 些 参 数 只 能 是 一 些 估计 值 ,难以 事先 完全 确定 ,一 种 
可 行 的 办 法 是 通过 对 模型 的 数值 计算 ,让 计算 值 与 实际 历史 数据 最 佳 吻合 来 调 
整 这 些 参数 ,例如 模型 中 的 就 是 根据 有 关 专家 的 经 验 通过 调试 需 定 为 0.1， 
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图 2.2 ”自由 环境 下 的 传染 率 曲线 
2.7.2 ”连续 模型 及 数值 模拟 结果 
由 框图 2.,1, 容 易 写 出 以 下 连续 模型 
S =a, A- f(S,E,1,R) - d,Q + b,P, 
E' = a,A + f(S,E,I, R) - c&E - dE, 
I = aA + eE ~ dol - 


P = dE + dsQ -bP - "n (2.7.4) 
Q'- £P.) + d Pd -àQ -7Q, 
H = A, - g(H,P,Q), 
oA ; 
其 中 
KS,E.LR) = (&kGE AGN Ds ET TER = SFE STE RUE + D. 


ECH, P,Q) = (BCP + CQ) peg -HEE rg? + Q). 


利用 模型 (2,7,4) 和 前 面 从 4 月 4 日 至 5 月 16 日 卫生 部 公布 的 数据 所 测定 的 有 
关 参 数 ,通过 计算 机 计算 ,对 全 国内 地 ,北京 ,山西 ,内蒙 等 地 区 的 流行 趋势 分 别 
进行 数值 模拟 ,预测 了 SARS Bite ms AM ,就 医 确诊 人 数 ,高 峰 期 ,持续 时 
间 , 高 峰 期 病人 数 ,医护 人 员 感 染 规律 ,研究 了 不 同 控制 策略 对 流行 规律 的 影响 ， 
包括 不 同 隔离 强度 的 影响 :和 输入 病例 的 影响 :病人 延迟 就 诊 天 数 的 影响 :在 不 同 
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时 期 以 不 同 强度 放弃 控制 的 影响 等 ,预测 工作 是 在 5 月 18 日 完成 的 ,模拟 曲线 
与 实际 统计 数据 吻合 良好 ,预测 结果 与 后 来 的 实际 情况 基本 一 致 ,以 下 仅 就 全 国 
内 地 的 模拟 情况 进行 介绍 Wi( 所 有 预测 曲线 均 以 4 月 21. 日 为 时 间 轴 的 原点 )， 

(D 全 国际 计 发 病人 数 随 时 间 变 化 情况 及 医务 人 员 聚 计 感染 情况 ， 

D 全 国 累计 发 病人 数 随 时 间 变化 情况 

2.3 中 星 点 为 卫生 部 报告 的 实际 累计 病例 数 , 实 线 为 模型 预测 曲线 , 由 图 
2.3 可 见 ,从 5 月 底 以 后 曲线 趋向 平稳 ,反映 新 增 病人 数量 十 分 微小 , 素 计 发 病人 
数 最 高 可 达 5400 左右 ,从 5 月 26 日 以 后 每 日 新 发 病人 数 在 10 以 下 ， 


120 


图 2.3 全 国 累计 发 病人 数 随时 间 变 化 曲线 


2) ES AR Rr , 

2.4 中 星 点 为 卫生 部 发 布 的 医务 人 员 票 计 报 告 病例 数 , 实 线 为 模型 预测 
的 医务 人 员 票 计 病 人 数 随时 间 变 化 曲线 ,由 图 2.4 可 见 ,5 月 中 下 旬 以 后 趋 于 平 
稳 ,每 日 新 发 病例 为 2 ~3 例 , 票 计 发 病人 数 最 高 可 达 990 左右 ， 

( 全 国 SARS 在 医 病人 数 变化 规律 ， 

2.5 中 星 点 为 卫生 部 报告 的 当日 仍 在 医院 接受 治疗 的 SARS 确诊 实际 统 
计数 据 , 实 线 为 由 模型 通过 计算 预测 出 的 全 国 当 日 仍 在 医院 接受 治疗 的 SARS 
确诊 病人 数 随时 间 变化 曲线 ,由 图 2,5 可 见 ,在 医 病人 数 在 5 月 11 到 a 日 到 达 
高 峰 期 ,此 时 在 医 人 数 约 在 3164 至 3277 之 间 ， 

(3) 隔离 强度 对 在 医 人 数 的 影响 ， 

DAA 4 H 18 日 开始 不 采取 任何 隔离 措施 的 情况 下 SARS 的 流行 趋势 ， 
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图 2.4 医务 人 员 累 计 发 病人 数 随 时 间 变 化 曲线 
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图 2.5 每 日 在 医 的 SARS 病 人 数 曲线 


假如 从 4 月 18 日 开始 ,政府 不 采取 任何 防 控 隔 离 措施 , 仅 考虑 病毒 毒性 自 
RERS 和 人 们 对 SARS 的 防范 意识 提高 的 情况 ,SARS 在 中 国 大 陆 的 流行 规 
律 将 如 图 2.6 中 曲线 所 示 ,图 中 所 示 的 发 病 高 峰 期 大 约 在 2004 年 10 月 底 到 11 
AR ,高 峰 期 病人 数 可 达 450 万 .高峰 期 过 后 大 约 经 过 19 个 月 病人 数 将 会 下 降 
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到 10 000 人 ,此 后 疾病 会 缓慢 地 消亡 ， 
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图 2.6 WARM 4 H 18 日 开始 不 采取 任何 隔离 措施 
SARS 的 流行 趋势 预测 曲线 


2) 自由 环境 在 不 同时 期 放宽 隔离 对 SARS 在 全 国 流行 趋势 的 影响 ， 
2.7 中 星 点 为 卫生 部 报告 的 当日 仍 在 医院 接受 治疗 的 SARS 确诊 人 实际 
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图 2.7 JK 6A 10 日 开始 解除 隔离 对 SARS 的 流行 趋势 的 影响 
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统计 数据 , 实 线 为 在 现行 的 防 控 措施 下 由 模型 预测 的 在 医 病人 数 随时 间 变化 曲 
线 ,点 虚线 为 自由 环境 从 6 月 10 日 基本 解除 隔离 (医院 仍 实行 现行 的 防 控 措 施 ) 
由 模型 预测 出 的 在 医 病人 数 随时 间 变 化 曲线 , 由 图 2,7 可 见 , 若 在 自由 环境 中 从 
6 月 10 日 基本 解除 隔离 ,将 会 在 6 月 底 出 现 第 二 次 发 病 高 峰 ,高 峰 期 在 医 病人 数 
可 达 5000 多 人 , 且 高 峰 期 之 后 下 降 趋 势 比较 缓慢 ， 

由 上 述 预 测 结果 可 见 ,我 国政 府 4 月 18 日 以 来 所 实行 的 一 系列 隔离 预防 措 
施 是 非常 必要 且 非 常 有 效 的 ， 

(4) 退 就 医 对 流行 趋势 的 影响 ， 

2.8 中 , 星 点 线 为 卫生 部 公布 的 每 日 在 医 病人 数 实 际 统计 数据 , 实 线 为 实 
行 现行 的 防 控 措施 下 由 模型 计算 得 到 的 在 医 病人 数 随 时 间 变 化 的 曲线 ,如 果 从 
4 月 21 日 起 ,未 隔离 的 自由 病人 发 病 后 均 延 迟 一 天 就 诊 ( 隔 离 ) ,那么 由 模型 计算 
所 得 每 日 在 医 病人 数 的 变化 曲线 为 图 2.8 中 较 低 的 虚线 所 示 ,如 果 4 月 24 Hie 
未 隔离 的 自由 病人 发 病 后 均 延 退 两 天 就 诊 ( 隔 离 ) ,那么 由 模型 计算 所 得 每 日 在 
医 病人 数 的 变化 曲线 为 图 2,8 中 较 高 的 虚线 所 示 , 由 图 2,8 可 见 ,由 于 病人 延迟 
就 诊 使 得 高 峰 期 向 后 略为 推迟 ,与 原 模型 预测 曲线 相 比 , 若 延 迟 一 天 就 医 , 在 高 
峰 期 在 医 病 人 数 约 增加 1000 人 左右 , 若 推迟 两 天 ,在 高 峰 期 就 医 人 数 约 增加 
2200 人 左右 ,由 此 可 见 ,对 患 病 者 早 发 现 , 早 隔离 是 非常 必要 的 ， 
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图 2.8 ”自由 病源 延迟 就 诊 对 流行 趋势 的 影响 


(3 输入 病例 对 流行 趋势 的 影响 ， 
2, 久 局 部 放大 图 ) 中 ,下 面 的 线 为 在 现行 的 防 控 状况 下 ,由 模型 预测 出 的 
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每 日 在 医院 就 诊 的 SARS 确 诊 病 人 数 曲线 , 若 于 4 月 21 日 从 外 界 输入 1 个 潜伏 期 
病人 和 1 个 已 发 病 的 病人 ,在 医 病人 数 的 变化 曲线 为 图 2,9 中 上 面 的 曲线 ,在 高 
峰 期 二 者 相差 约 29 人 左右 ,可 见 当时 各 地 区 对 入 境 人 员 的 严格 监控 措施 是 十 分 
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图 2.9 输入 自由 病源 对 SARS 流行 趋势 的 影响 


2.7.3 ”离散 模型 及 其 初步 研究 


模型 的 建立 
类 似 于 仓 室 转 移 框图 2.1, 文 献 [48] 删 去 了 仓 室 H , 仅 考察 隔离 区 外 的 传染 
情况 ,由 于 进入 仓 室 EE 的 传染 率 可 通过 实际 公布 数据 测算 , 故 文献 [4 中 也 删 去 
THES ,而 在 仓 室 P 中 仅 着 眼 于 从 仓 室 也 而 来 的 感染 潜伏 者 ,同时 ,文献 [48] 
还 考虑 了 人 口 的 自然 死亡 率 系数 d ,不 考虑 输入 人 和 群 ,为 书写 方便 将 框图 中 的 参 
Body d, dy 分 别 改 记 为 ,bc, 这 样 ,可 建立 以 下 差分 形式 模型 
E(t 1) = Elt) + BOREC) + IC] - (d + e € JEG(2O. 
H(t £1) = I(2) + E(t) - (d 4 0 + OIE), 
P(t € 1) = PG) € AEQ) - (d + e)PC), 
Qr +1) = QU) + Oe) + oP(t) - (4 + 8+ 0QCD, 
R(G D = R(t) + YQG) - dRO, 
E(0) 20, I(0) > 0, P(0) > 0, Q(0) > 0, R(0) > 0. 
由 模型 和 参数 的 实际 意义 不 妨 给 出 以 下 假设 


de 


(2.7.5) 
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(A) 所 有 参数 均 为 正 实数 , 且 
0O<1-(d+e+A)<1, O<t-(d+6+4) <1, 
0<1-(d+oe)<1, O<1-(d+d+7)<1. 
CA ) 传染 率 Y 连续 有 界 且 角 过 Reo B ,其 中 外 与 记 为 正常 数 , 令 
x(t) = (E(t), EG), P), QG), RG)Y, 


A(B(t)) = 
1+ k(t) -(d te +a) BG) 0 0 0 
e 1-(d+8+0) 0 0 0 
à 0 1-(dio) 0 9 
0 8 E 1-(d*à*y) 0 
0 0 0 Y 1-4. 
其 中 r 表 向 量 的 转 置 ,于 是 模型 (2,7,3), 可 写成 下 列 向 量 形式 
x(t +1)= A(R)z(t), x(0)= x 79. (2.7.6) 
由 方程 (2,7,6) 的 递 推 关系 解 得 
x(t) = A(CRt — ACRG — 2))- ACROX (0). (2.7.7) 
无 病 平衡 点 的 全 局 稳定 性 


容易 看 出 ,方程 (2.7.6) 仅 有 惟一 平衡 点 Mo (0,0,0,0,0), 它 就 是 无 病 平 衡 
A. BAR 的 表达 式 (2.7.7 TA, M, 点 稳定 性 取决 于 矩阵 ACK 一 
DY-ACBO)) 的 乘积 ,为 了 研究 这 一 乘积 需要 下 面 的 比较 定理 
定理 2,7,1 设 条 件 (A)、(A ) 成 立 HR ult) x Q0 S Kt) 分 别 是 具有 
相同 初 值 的 下 列 差分 方程 的 解 : 
u(t+1) = A(B u(t), u(0) = x, >0, 
x(t * D = A(GGGDxG), x(0) = xo > 0, (2.7.8) 
v(r t1) = AC" w(t), v(0) = x, 70, 
则 对 一 切 t >0, 有 
u(t)<x(t)< v(t). (2.7.9) 
证 明 ”由 条 件 (A) 和 (A ) 易 见解 af t) a(t) 均 是 非 负 的 .下面 用 数学 归 
SAFE SRE 8B (2.7.9) 式 成 立 ， 
由 (2.7.8) 式 可 见 
x(1) - «(D = [A(8(0)) - A (A) lxo > 0, 
»(1) - x(1) = LAG") - ACG(QO) ro > 0- 
从 而 
u(O) x x(D x v(1). 
假设 对 任 一 正 整数 t 有 
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a(t) x(t) v(t), 
从 而 
Axl- ult) So, A(t) v(G) - x 1 0. 
于 是 
x(G D - uG * D = [AXGD 7 AlB) Jade) + AUDE) z: 9, 
v(t £D - x(t * D = [A(Q") - ACIGDIxG) + AC 0900 SO. 
由 数学 归纳 法 可 知 ,对 一 切 正 整数 t+ > 0:5 (2.7.9) RRE, 
为 了 研究 模型 (2.7 6) ,我 们 考察 下 列 两 个 辅助 方程 
v(t +1) = A(B" )v(t), »(0) = x» > 0, (2.7.10) 
u(t +1) = A(S)u(D, a) =x, 9. (2.7.11) 
由 比较 定理 2,7,1 可知,(2,7,10) 5 (2.7.10 的 解 分 别 给 出 了 模型 (2,7,6) 相 
应 解 的 上 界 和 下 界 , 而 (2.7.,10) 与 (2.7.1D 都 是 一 常 系数 差分 方程 ,统一 表示 
为 
wtt1)= A(Bw(t), w(0)= x, 70, (2.7.12) 
其 中 B 为 常数 ,下 面 先 来 研究 方程 (2,7.12) 解 的 性 态 
方程 (2,7,12) 的 解 为 
w(t) =[ ACB] x, Z0, (2.7.13) 
KE 的 性 态 完全 决定 于 矩阵 ACB 特征 根 的 大 小 GM ACR 的 特征 方程 为 
fp) SI ACB) - gl | 
= (p -optcole--2)Le-O-4-8-»e--4-0)] 
=0, (2.7.14) 
其 中 
b=24+khB-(2Wdtet+At++ 0), 
c= (l-d-8-@)(1 + kB-d-e-A)-eB. 
特征 方程 (2,7, 14) 的 5 个 根 均 为 实 根 ， 
pP=l-d p; zl-(d*o), py 2l-(d*8-* y), 


EPa 一 4c = (28+ 8 tO- EA * 4e 50. 

显 见 ,0< «1G —1,2,3 ,因此 无 病 平衡 点 Mo 的 稳定 性 取决 于 特征 根 
& 5 B. 如 果 8 与 8 均 位 于 区 间 ( 一 1,1) 内 , 则 由 解 的 表达 式 (2,7,13) 易 证 , 当 
tt oo Bt W(t) > OAT (2.7.12 的 零 解 将 是 全 局 渐 近 稳定 : 若 a ERI 8 | 
大 于 LEMS 不 稳定 ,为 了 考察 p 与 8 ,我 们 先 观察 临界 情况 , 令 


a=, B--I. 
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由 5 g 的 表达 式 可 见 它 们 是 BB 的 连续 函数 , 当 B= 0 时 有 
0<p=1-(dtet+A)<1, 若 6 +0 之 ce +A; 
0<p=1-(d+$+10)<1, 基 +0<e+ta; 
0< ps=1-(d+e+A) <1, Ë +0<e+À; 
0<ps=1-(d+8$+0)<1, 若 8 +0 之 e+4. 

b —4e 之 0 表明 与 B 均 是 二 次 方程 

pg-btc-90 (2.7.15) 

MAR, B 2o, = b £V b! 一 4c Ab (G = 4,5) ,将 方程 (2,7,15) 两 端 对 BRS 

得 


3p _ kp -k(1-d- 8-0) *« 


3g 2p —6 

从 而 
3p, _k(d+8t+O)+e aps _~k2-d-8-O) te 
Bly Ve 4c” OB Ie VE 7 


可 见 ,在 平面 Rog 的 直线 p =1b, 2 总 是 关于 PSM ,这 意味 着 8 一 旦 越 
Hoa 三 工 就 不 可 能 再 返回 区 域 :; p <1, 即 仅 存 在 惟一 的 临界 点 


(d+e+ Aid + 5+ 0) 
B= Sd +548) SM 


使 得 当 B< 入 时 ,0< 9 <1: BD> BRA >, 
类 似 地 对 进行 讨论 可 知 , 若 es k(2-d — 8— 8, 则 不 存在 使 R = 一 1 
的 临界 点 BE 2 > k(2—4 — 8— 及, 则 存在 惟一 的 临界 点 


.4*(1-d-8-0)(1-d-e-A) -d *e*tA* 8-0) 
8- ezO- d- 0-8) AB. 


使 得 当 Bc B BH. »—1;:023 B» RL g «-1. 
不 难 验证 , 当 e>k(2-d 一 4 一 成 立时 有 
B-B = 


[5-2(2d +e £A * 8 - Oe +k(dt+ 8 € 0)] 4+ 2k(d+et+AMdt+ d+) 
[e € &(d +8 € Ole + &(d + d+ 0) — 2] 


> 0. 

上 述 不 等 式 BRA 和 增 至 1 的 和 要 小 于 使 # 减 至 -1 的 B, 因 

此 , 当 B< RM 之 1 时 方程 (2,7,12) 的 5 个 特征 根 均 满 足 D <1 8 1< 10 
= 1,7,5). 

dà 8 所 对 应 的 特征 向 量 为 w (j = 1,… ,人 ,它们 对 应 于 不 同 的 特征 什 , 故 线 

性 独立 ,于 是 相应 的 5 维 欧 氏 空间 RÀ 内 任 一 向 量 w 均 可 表示 为 这 些 特征 向 量 的 
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线性 组 合 ， 
W = CW, + CW + caw + caWwe + CSWS, 


其 中 


m A 1 (a) 
M "deóÓ'deoa!' dc Ó* yMtO^40 dol 


Ga oA i 
dus nie ars) i 
应 用 方程 (2,7,1 的 解 的 表达 式 (2.7.13) 可 得 
WE) = ea wy + cope ws + py wa + Capes + Csps Ws, 
由 此 可 知 
4a<ift, jim w(t) = 0; 
EN >in, Jim w(t) = + œ; 
当 骨 = 工时 ， jim w(t) = Wi. 
HERE RS NOsEOx),2:1 B= 记 与 角 , 应 用 比较 定理 2,7.1 
可 得 以 下 结论 ， 
定理 2,7,2 考察 SARS 模 型 (2.7.6), 若 R< BO EF o0) MSP 
< R 时 ,无 病 平衡 点 Me 是 全 局 渐 近 稳定 的 ; 当 角 > RM, 是 不 稳定 的 ， 
基本 再 生 数 


4 


Bole * k(d «8 08)) 
(Cd+e+h)cd+S+O 


"(end +540) op 
ld+e+Aa)d+d+0 Se 


称 其 为 时 变 传染 病 系 统 的 两 个 基本 再 生 数 ， 
容易 验证 R 与 Ro 可 分 别 改写 成 


Ro 


Lapi . B 1 
Ro = 48 area (eec (2.7.16) 


_ 1 € 1 
Bh Tit deere): (2.7.17) 


利用 特征 信 的 表达 式 容易 验证 , 当 R。< 1 时 8 <LI P <A ATM 全 局 
HULME Ry BIB p 1,8 R > ,从 而 Mo 不 稳定 ， 

Ry 与 R。 有 明显 的 流行 病 学 意义 ,以 Ro WH, (2.7.16) Pyrrho E 
SARS EPIS P AERA IRAN BHO PURGE SR it 
RBZ ig hg BAER EL 中 平均 停留 时 间 , 即 发 病 后 到 进入 隔 高 前 


‘d+ 
的 平均 时 间 , 了 二 是 潜伏 者 进入 自由 发 病 者 工 的 比例 ,于 是 (2.7.16) 50 
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第 一 项 表示 若 以 最 大 传染 率 传染 ,一 个 潜伏 者 在 潜伏 期 内 最 多 能 传染 的 人 数 :而 
第 二 项 表示 此 潜伏 者 发 展 成 为 未 被 隔离 的 发 病 者 后 在 其 未 被 隔离 期 间 最 多 所 感 
OA, YR, ARI ARMS 的 病毒 携带 者 在 其 潜伏 期 和 尚未 
隔离 的 发 病 期 间 ( 即 能 传染 他 人 的 整个 病程 中 ) 所 能 传染 普通 易 感 者 的 最 多 人 
2D RAR, « 工时 病人 必然 逐渐 训 减 而 最 络 疾病 绝 灭 ; 同 理 当 民 , 表示 平均 一 
个 病毒 携带 者 在 其 整个 病程 中 所 能 传染 的 普通 易 感 者 的 最 少 人 数 , 所 以 当 民 。 
> 工时 ,当然 病人 会 越 来 越 多 ， 


数值 模拟 
文献 [ 48] 通过 对 卫生 部 公布 数据 的 拟 合 选用 了 
31+¢ 
BO = 5 


利用 相关 的 其 它 参数 并 添加 了 医护 人 员 在 隔离 区 内 的 感染 情况 对 SARS 在 我 国 
的 流行 趋势 进行 了 预测 ,所 得 结果 与 2,7,1 节 中 连续 模型 所 预测 的 结果 基本 一 
3, 


A TRIER i BU) = DIST ATES gol e ,根据 本 节 所 述 
理论 计算 出 的 临界 值 Sr = 0.6781 ,我 们 对 也 t) 选取 了 三 个 不 同 的 常数 值 ; 

B =0.7, B=0.6781, B; = 0.3, 
获得 的 三 条 不 同 的 在 医 确诊 病人 数 曲线 ( 即 Q(t)) 分 别 如 图 2.10 一 2,12 所 示 ， 


P 
3E 


2.5 


6.5 


图 2.10 P= 月 时 全 国 每 日 在 医 病人 数 曲 线 
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M Mà ek " 
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图 2.11 P = 和 良 时 全 国 每 日 在 医 病 人 数 曲 线 


3500 d d d T r x 


— — x 
0 50 100 — 150 200 250 300 350 400 
图 2.12 P= 有 时 全 国 每 日 在 医 确诊 病人 数 曲 线 


2.1 显示 , 若 PRIME B = 0,6781 时 ,在 医 确诊 病人 数 将 单调 上 升 逐 
渐 达 到 稳定 值 Q = 3548: 图 2, 10 显示 AM 为 略 高 临界 值 的 8 = 0,7 时 ,在 
医 确诊 病人 数 将 单调 增加 并 在 1 年 之 后 达到 28 060 人 ;由 图 2,12 可 见 , 若 取 B= 
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图 2.13 k==0.2 时 在 医 确诊 病人 数 曲线 


0 30 10 150 200 230 300 350 400 
图 2.14 k=0.3 时 在 医 确诊 病人 数 曲 线 


B = 0,3 时 ,在 医 确诊 病人 数 总 低 于 用 拟 合 的 传染 率 BC) 所 算出 的 在 医 确诊 病 
AR HE ,而 其 峰值 在 AREA ,其 值 为 Q = 1403. 

文献 [48] 中 的 预测 也 是 在 设 k = 0.1 的 条 件 下 作出 的 ,如 果 保 持 其 它 参 数 
不 变 而 仅 分 别 取 k = 0.2 与 0.3, 则 相应 的 在 医 确诊 病人 数 曲线 分 别 如 图 2. 13 
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£35 常 微分 方程 传染 病 模 型 


本 章 主要 讨论 由 常 微分 方程 所 描述 的 传染 病 模型 的 有 关 研 究 方法 及 主要 结 
论 ,研究 内 容 将 按 模 型 的 类 型 安排 ,重点 研究 不 同 模型 的 数学 研究 方法 及 证 明 思 
路 ,并 将 详细 讨论 常数 人 口 和 添加 种 群 动力 学 因素 的 传染 病 模型 ,特别 是 近 几 年 
新 的 研究 结果 和 方法 ,对 非 自治 的 传染 病 模型 也 将 做 一 些 介绍 ， 


§3.1 总 人 口 是 常 数 的 传染 病 模型 


总 人 口 是 常 数 的 传染 病 模型 是 最 简单 的 一 类 传染 病 模型 ,研究 得 比较 彻底 ， 
结果 也 非常 完善 一 类 是 不 考虑 出 生 与 自然 死亡 等 的 种 群 动力 学 因素 的 模型 ,这 
类 模型 在 第 一 章 已 做 介绍 , 另 一 类 是 考虑 人 口 的 出 生 与 自然 死亡 等 因素 ,但 总 人 
口 是 常数 的 传染 病 模型 ,这 是 本 节 主 要 研究 对 象 ， 


3.1.1. 疾病 的 发 生 率 是 双 线 性 的 SIR, IRSE 


SIR 传染 病 模型 
考虑 有 出 生 和 死亡 的 SIR BERI , 设 N 是 总 人 口 ,S 是 易 感 者 类 及 其 数量 ,I 
是 染病 者 类 及 数量 ,R 是 移出 者 类 及 数量 , 则 总 人 口 满足 
N=S+I+R. (3.1.1) 
进一步 假设 在 疾病 流行 期 间 ,人 口 的 出 生 率 系 数 和 自然 死亡 率 系 数 相等 ,其 
EA b ,不 考虑 因 病 死亡 , 且 设 生 的 新 生 儿 都 是 易 感 者 ,疾病 的 发 生 率 为 双 线 性 
BL, 7 是 恢复 率 系数 ,染病 者 移出 后 不 再 被 传染 , 则 传染 病 流 行 的 框图 为 


iN— Ds] + [T] % Dx] 
+ 4 $ 
bS bl bR 
其 Kermack-Mckendrick 的 SIR 仓 室 模 型 为 
P = UN — BSI - bS, 
ES ELLE (3.1.2) 
isk = yio bR. 


将 方程 组 (3,1,2) 的 三 个 方程 两 端 分 别 相 加 ,得 


$31 总 人 口 是 常 数 的 传染 病 模型 U7: 


d(S+F+R) _ dN 


dr de =o 


即 
N(t) = S(1) c I(1) +R) = KCEÀ). 
由 于 方程 组 (3 1.2 中 的 前 两 个 方程 不 含 R , 故 实 际 上 RAHE (3.1.2) 的 前 两 


个 方程 


(3.1.3) 


对 于 方程 组 (3.1.3) ,在 81.1 中 已 给 出 其 基本 再 生 数 R。= AS 及 无 病 平衡 


AE (K 0), 5 Ry > 18 riori ge, (^o T SLB C DI) ,并 


给 出 了 下 述 定理 ， 
定理 3,1,1 ZR, <1 时 ,方程 (3,1,3 的 无 病 平衡 点 E 全 局 渐 近 稳定 ; 
当 Ro > 工时 ,无 病 平衡 点 不 稳定 ,地 方 病 平衡 点 E, 全 局 渐 近 稳定 ， 


SIRS 模型 
考虑 总 人 口 是 常 数 K 的 SIRS 模型 ,其 传染 过 程 为 


i [S] —- o A G SG 
4 Y Y 
as bi AR 
相应 的 动力 学 方程 为 
dS L BN ~ BSI ~ 6S + aR, 
E = BI- bI — yl, (3.1.4) 
a = yb - 6R — aR, 


其 中 是 丧失 免疫 的 比例 ,简称 免疫 丧失 率 系 数 ,模型 (3.1.4) 53.1.2 HE 
BERET (3.1.4) 考虑 了 移出 者 类 R 丧失 免疫 力 而 再 次 被 感染 ,从 方程 (3， 
1.4) 可 看 出 ,总 人 口 N 仍然 为 常数 , 即 
N(D=S+I+R= 开 ， 
把 R= KK 一 8 一 I 代入 方程 (3,1,4) 可 得 
d$ = (6+ a)K - BSI ~ (b+ a)S—al, 
(3.1.5) 


dE 


q = BSI - Ol ~ yi. 
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方程 (3,1. 刁 有 无 病 平衡 点 E, CK 0) B 4R = AO > 1 时 ,也 存在 地 方 病 平 


bty 
d br y Có t aL -( t», equ 
SAE CG Su ra) - E, GS) 
平衡 点 的 稳定 性 


下 面 利用 LaSalle 不 变性 原理 来 研究 方程 (3,1,5) 平衡 点 的 稳定 性 ， 
定理 3,1,2 对 方程 (3,1,5) , 若 R <1 ARP ETE TE ,无 病 平衡 
点 Eu 全 局 渐 近 稳定 , 若 R。> 1 ,无 病 平衡 点 E, 不 稳定 ,地方病 平衡 点 E 全 局 
UH $ 
D-WKS,DCR'IOcS«C-ISK,Sz0,Iz0l. 
显然 D 是 方程 (3,1,5) 的 正 向 不 变 集 ， 
D S R, = pA <1 G1.) E D PE HEM PSAE, (K0). 
在 EE 点 ATE (3.1, 9 的 线性 化 系统 的 系数 矩阵 为 
peto -K-a | 
0 BK -b-Yy 
它 有 两 个 特征 根 分 别 为 N = 一 (b+ a.y = K-b-y MAR SIN SES 
点 E 局 部 稳定 ; 当 R。> 1 时 ,E, 点 不 稳定 ,下面 证 明 当 Ro <1, E 是 全 局 
吸引 的 ， 
构造 Liapunov 函数 
V(t) = I(1). 
JU vo 沿 系统 (3,1,3 轨 线 的 导数 为 
W(t) =) = [gs -+N «(BK - +H. 
BRE = ((S,NE D1 WC) =0) = {1= 01, 故 在 EE 中 系统 (3.1.5) 的 最 
大 不 变 集 M ALL = 中 ,由 LaSalle 不 变性 原理 知 lim (2) = 0, MAR (3.1.5) 
的 极限 方程 为 
= (6+a)(K - S). 
注意 到 该 方程 平衡 点 8 = KK 是 全 局 渐 近 稳定 的 , 故 由 极限 方程 知 Eo (KO) 
是 全 局 吸引 的 ,因此 ,结合 E (KO) 的 局 部 稳定 性 知 ,Eo (KO) 全 局 渐 近 稳定 ， 
2) 4R, > 1 时 ,由 前 面 的 讨论 知 ,E。 CK 0) 不 稳定 ,下面 利用 LaSale 不 变 
性 原理 证 明 : 当 Rw > 工时 EFSA E, 全 局 渐 近 稳定 ， 


为 证 明 方 便 FEH x = S tay = 了 , 则 方程 (3,1,5) 变 为 


$3.1 总 人 口 是 常 数 的 传染 病 模 型 -19> 


GE = (6+ aK + ED - fey- (BF az, 
d (3.1.6) 
T = Ry ct Yay. 


对 应 于 方程 (3,1,5) 的 正平 衡 点 E ,方程 (3.1.6 ) 有 平衡 点 (S'+ BED 
A (zoya), an 为 正 ,考虑 Liapunov 函数 


VG) = lu — xo)! + wrly — yo - yon 2), w; >0,i = 1,2. 
JU VQ) 沿 方程 (3,1,6) 解 的 导数 为 
W(t) = — wi B(x — xy) y — wi (b+ a) — ro) 


+ Bw, — wizz — ry) Cy - yo) 
Rw, = wi ro. wo, >0 任 取 , 则 
V(t) =- wlr- xe ly +b +0] <0. 
显然 
-dG.y)€ D, 1 W(t) = 01 = dx = col 
容易 看 出 ,系统 (3.1.6) LE 中 的 最 大 不 变 集 M 只 有 惟一 的 点 (xo ,yo ). 由 
LaSalle 不 变性 原理 知 ,(xo ,yo ) 是 全 局 渐 近 稳定 的 ,因此 ,方程 (3,1., 纺 的 正平 衡 
AE, (8 VAR, > 工时 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 
应 当 指 出 , 当 发 生 率 是 非 线性 形式 时 ,模型 的 动力 学 性 态 可 能 变 得 复杂 , 例 
如 ,对 于 简单 的 SIR SS: 


dS =- KIS + S(a - S), 
3 x = KIS - (d, + Y)I, 
ae yi-d,R, 


文献 [71] 证 明了 存在 惟一 的 渐 近 轨道 稳定 的 周期 解 。 
3,1,2 具有 垂直 传染 的 IRD 


考虑 具有 垂直 传染 和 预防 接种 的 SIR 传染 病 模型 , 设 b 和 b 分 别 是 非 染病 
者 (S + 民 ) 和 染病 者 工 的 出 生 率 系 数 :d 和 d 是 相应 的 死亡 率 系数 : y 是 恢复 率 
系数 ;q 是 垂直 传染 概率 (p + q = 1):m 是 对 易 感 者 S 和 移出 者 R 的 新 生 儿 进行 
预防 接种 的 比例 ,假设 移出 者 R 终身 免疫 , 则 SIR 传 染病 模型 框图 为 
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ptt Au biy i 4 mb(S + R) 
ba -mse [s] -Ee [7] 4 [eR 
+ 4 4 
ds us ds 


假设 b = d,b =d , 则 其 相应 的 传染 病 动 力学 模型 为 
IF =- fSI « (1 — m)b(S +R) + WT- bS 


E — pst + qut - 61 - vr. (3.1.7) 
in = yl -bR + mb(S + R). 


i£ (3.1.5 的 三 个 方程 相 加 得 
d(S- I*R) dN 


dé " dr 
故 总 人 口 N 为 常数 ,不 妨 设 S+I+R = N = 1 MHBGCLDEA 
dS pT + Q1 - m)bU~ D + pot - 68, 


di (3.1.8) 
dic BSE - Oe + v. 
方程 (3,1 8) 总 有 平衡 点 EE, (1 一 m0) , 当 且 仅 当 
Ro = or 2M >1 
时 有 正平 衡 点 


;+ MO = mB p - Yl p (gp 
a B TEG- m) * 718 ja E, (S' ,I'). 


SE, 对 应 的 方程 (3,1.7) 的 平衡 点 (1 一 m 0 m) 是 无 病 平衡 点 ,与 EE, 对 应 的 
方程 (3,1, 力 的 平衡 点 (S* ,I* ,1 一 S* 一 I' ) 是 地 方 病 平 衡 点 , R。= 1G. 
取 


D= I(S,D € R L0 S,OLOSeIr«ll. 

显然 ,D 是 方程 (3,1,.8) 的 正 向 不 变 集 ， 

平衡 点 E。 和 EE， 的 稳定 性 

Žž R 之 1 时 ,方程 (3,1.8) 存在 惟一 的 平衡 点 Eo (1 - m ,0) ,类 似 于 方程 
(3.1.5) 的 讨论 , 易 证 该 平衡 点 全 局 渐 近 稳定 ， 

当 R。> 1 时 ,方程 (3,1.8) 存在 两 个 平衡 点 E, WE, ,利用 线性 化 方法 和 
Routh-Hurwitz 判 据 易 证 E, 点 不 稳定 ,E, 局 部 渐 近 稳定 ， 

下 面 主要 证 明 E 是 全 局 渐 近 稳定 的 , 当 R > 工时 ,构造 Liapunov 函数 


$31 总 人 口 是 常 数 的 传染 病 模 型 fame 


Vi) = w[s-s-s ng }+ w[1-r- r mé). 
VG) 沿 方程 (3,1,8) 轨 线 的 导数 为 


vt) = [wm CDS «uses su - 1") 


LU = mA- D+ pT. oo 
一 SS 


一 ae 


选取 w = wy TEET ww, > 0 £5 JU 


VG) =~ w, A= mb D+ PEs sig <o. 
因 (S,D ED, 故 由 Lasalle 不 变性 原理 知 , 己 (8*+ ,I" ) 全 局 渐 近 稳定 ， 
3.1.3 ”具有 双 线 性 发 生 率 传染 病 模型 的 一 般 结构 和 研究 方法 
对 方程 (3,1,3), 若 引入 下 面 的 矩阵 
_10 -8] _f ce J&K] [S 
A= [ 0 Ir Lone [ Jz = [7]. 


3.1.3) TBA 


E = dingl2)(e + Ac) +C, 


其 中 diag(z) = [5 中 


对 方程 (3,1.5) 引 入 下 面 矩阵 


gestes [n pas srl 


9€ = diag(a)(e + Az) + C + Be. (3.1.9) 


类 似 地 ,方程 (3.1,8) 也 可 写成 (3.1, 风 的 形式 ， 
总 之 ,疾病 的 发 生 率 是 双 线 性 , 且 总 人 口 是 常 数 的 传染 病 模型 一 般 都 可 写成 
JP (3.1.9) 的 形式 ,甚至 一 些 疾病 发 生 率 是 标准 的 传染 病 模 型 , 当 经 过 归 一 化 
处 理 后 ,也 可 化 为 方程 (3,1,9) 的 形式 ， 
ie 
b(z) = C + Bz, 
WUJZ;f2 (3.1.9) 2078 


& = diag(z)(e + Az) + b(z). (3.1.10) 
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对 方程 (3,1,10) ,一 般 假设 ， 

CER 是 常数 向 量 ,z ER, 是 微分 方程 组 的 n 个 未 知 函 数 分 量 构 成 的 向 
量 :eER' 是 常数 向 量 ,A = (a ),i,j =1,2,…,n 是 实 常数 矩阵 ;B = (b ), 
i 二 1,2,…,n 是 实 常 数 和 矩阵, 之 0 ,b=0,i,j 71,2, n. 

对 总 人 口 是 常数 的 模型 ,系统 (3,1,10) KEAR zt) t ER, | 都 包含 
EARR OCR 内 , 即 9 是 正 向 不 变 集 ， 

E z "是 系统 (3.1.10) 一 个 严格 正 的 平衡 点 , 即 zy >0,i =1,2,…,n, 且 满 


mg 
diag(z" )(e + Az") + b(z") - 0, (3.1.11) 
mi 
e =- Az” - diag(z* "° )b(z" ), (3.1.12) 
这 里 
人 
t= (ieu. 


把 (3,1,12) 代 入 (3,1,10) 得 
de = ding(z)[A + diag(z"™)BI(z ~ x^ ) — diog(z ~ ar)diag(z  )b(2). 
因为 (3,1,10) 与 Volterra 系统 非常 类 似 ,所 以 我 们 取 V 函数 

V(z) = Sale -a -eb Š, 


这 里 w >0,i=1,2,…,n 是 待定 实 常 数 , V(z) 沿 着 系统 (3,1,10) 轨 线 的 导数 


为 
» 加 yy wi . z bi(z) x2 
Vi(z) = (2- zx) WA - 2") - She, eer REY. (3.113) 
f z 


(3.1,13) 也 可 变 为 


V(z)= (z 一 zw[ Ta 人] -a*), 


zzi E. 
(3.1.14) 
这 里 

A = A + diag(z' B, 

w 0 - 90 

0 0 
w=|, 7 :| BG) = GG) GT. 

0 0 o w, 


定义 3,1,1 AREE A PAR OM PRB , 若 AT = 一 六, 一 个 实 和 矩阵 


§3.1 总 人 口 是 常 数 的 传染 病 模 型 + 123 - 


AMAE W -PIRE , 若 存在 一 个 正 对 角 实 矩阵 WE WA 2AM PEE, 
定义 3.1,2 ”对 一 个 实 矩 阵 了 H, 若 存在 一 个 正 对 角 实 矩阵 W 使 得 WH+ 
H'W 是 正定 的 , 则 称 H € Sy. 
下 面 对 满 足以 下 两 个 条 件 的 方程 (3,1,13) 或 (3,1, 14) 加 以 讨论 ， 
Att DAW 一 斜 对 称 的 ; 


ZB: 一 [A + dine 2, Bele Sw. 


若 条 件 BRIE 则 B(3. 1.14) 8. V (2) «x0, B. V'(z) -0 SAR Sz = z* 
才 成 立 , 则 由 LaSalle 不 变性 原理 可 得 ,z" 是 全 局 渐 近 稳定 的 , 即 有 下 面 的 定理 ， 
定理 3,1,31 如果 方程 (3,1,10) 存 在 严格 正平 衡 点 z* € D, 且 条 件 B 
REM z” 全 局 新 近 稳定 ， 
若 条 件 A 成 立 , 因 为 WA LH MAEM JU 由 (3.1.13) 可 得 
» A wb; (z) . 
V(x)--M Uu -z y. 


i 


Zan 


BA b (2) 20,2 € R' ,i = 1,2,…,n ,那么 可 得 
V(x) <0. 
定义 
B= l2€ O12, =z] Éb()»0,:-1,2,v,21. (3.1.15) 
XM 是 EE 的 最 大 不 变 子 集 MH Lasalle ZERA , t+ oft HEC, 
1.10) 的 任 一 解 z(t) 都 趋向 于 M., 因此 可 得 下 面 的 定理 

定理 3,1,40 RAE (3.1.10 存在 严格 正平 衡 点 ct CO BAT A 成 
X GE(G.1.15 PE 的 最 大 不 变 子 集 M = 1z* 1, 则 z* 全 局 渐 近 稳定 ， 

注 1 对 于 定理 3,1.4 中 的 M = jz 上 文献 [ 1] 详细 给 出 了 它 成 立 的 各 种 
充分 条 件 ,有 兴趣 的 读者 请 参阅 文献 [ RIA]. 

注 2 利用 定理 3.1.3 和 3.1.4 证 明 具 有 双 线 性 疾病 发 生 率 的 SIR 传 染病 
模型 地 方 病 平衡 点 的 全 局 稳定 性 是 非常 有 效 的 ,例如 方程 (3.1.8) 正平 衡 点 的 
稳定 性 实质 上 就 是 用 定理 3. 1.4 加 以 证 明 的 ， 

下 面 举 一 个 利用 定理 3.1.3 证 明正 平衡 点 稳定 性 的 例子 ， 

例 3,1.10 考虑 两 个 不 同 群体 的 SIS 传染 病 模型 , 

由 于 年 龄 社会 结构 和 空间 结构 的 不 同 ,可 把 人 口 分 为 两 种 不 同 的 群体 G 
AG, ,每 个 群体 的 易 感 者 分 别 用 S 和 S, 表示 ,染病 者 用 T, 和 I, 表示 , 且 两 个 
群体 可 以 交叉 感染 疾病 , 设 群体 G 和 G 中 的 疾病 发 生 率 分 别 为 ， 

m ES, = (uli + Boh)S, 
g(h E)S, = Ga, + Bal,)S,. 
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#S,+1,=1,5,+1, =1, MRA CER WE SIS 传 染病 模型 为 


9B e Gub Bel) 1) -Nhah, 
dL (3.1.16) 
WC + Bzh) - D) - rnb - eh. 
把 方程 (3,1, 16) RBA 
Bn o Bul -Bahh + Poles 
dL (3.1.17) 
dé 7 (Ba ~ Ye ~ oh ~ Bali - Bali, + Bali. 


JP (3.1.17) ELS FE (3.1.10) 的 形式 ,其 中 


a-[^ Lue aD 


HI ,I2 ) 是 方程 (3,1,16) 的 正平 衡 点 ,因此 
-&  fa-m 


1 ~ 
5G) = Be [Pr]. A= 
Bali LIE - pa 
2 
现在 考虑 
iaa Beb _ Bah 
WwW ET? 
[A + diag( Teck 1)! 
四 fal wm Pra cap 
- 8 Bal + diag(— Buwi» — Ba wz). 
weg H) - wa 7) 


(3.1.18) 
ERR w >0 , 且 o, 和 wz 满足 


PhO -yw = fa- ws, 


则 式 (3.1,18) 等 号 右 端 第 一 个 矩阵 是 对 称 的 ,又 因为 0<I <1,i=1,2. Bit, 
有 下 式 成 立 


Bots Bah po & B 
E BE tf TO mnm ü-H 


这 表示 (3,1,18) 等 号 右 端 第 一 mires 定 的 ,因此 ,只 要 Boi =1,2) JUI 
有 


ewe: 20. 
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lox Bul; Bal le 
~ |A t diag( - 775, — 7) |€ Sw- 
[ iet- Fe gn je Sw 


故 由 定理 3.1.3 知 EFSA ,17 ) 在 O= iz ER I LSL i=1,2 A2 


$3.2. 总 人 口 非常 数 的 传染 病 动力 学 模型 


早期 的 传染 病 模型 大 多 假设 种 群 总 数 为 常数 ,这 种 假设 仅 当 疾 病 在 种 群 中 
传播 速度 很 快 且 流行 时 间 较 短 ,短期 内 没有 出 生 和 死亡 或 出 生 率 和 死亡 率 能 
相互 平衡 , 且 因 疾病 死亡 率 不 大 而 可 以 忽略 不 计 ,环境 封闭 等 条 件 下 才 成 立 ,但 
在 实际 问题 中 ,不 论 是 动物 还 是 植物 的 数量 总 是 随 着 外 界 ( 如 种 群 的 迁 入 和 迁 
出 ) 和 内 部 (如 种 内 的 相互 作用 ,资源 的 限制 ,疾病 的 因 病 死亡 ) 扰 动 而 发 生变 化 ， 
当 疾 病 流行 时 间 较 长 时 , 则 应 该 考虑 种 群 总 数 变 动 这 一 因素 ,从 数学 上 看 ,这 类 
模型 的 研究 更 加 困难 ,因为 种 群 总 数 的 变化 增加 了 方程 的 维 数 ， 

当 总 人 口 N() 在 变化 时 ,N(t) 一 般 满足 连续 动力 学 模型 

N (t) = B(N) - D(N), (3.2.1) 
其 中 B(N) 和 D(N) 是 N 的 连续 函数 ,它们 取 不 同 的 表达 形式 反映 不 同 的 人 口 
动力 学 情况 ,如 取 B(N) - EN DON) 7 dN , 则 表示 人 口 的 出 生 和 死亡 都 与 人 
口 的 数量 成 正比 , 比例 系数 分 别 为 b 和 4 ,此 时 ,模型 (3.2, 卫 称 为 指数 出 生 和 死 
亡 的 人 口 动力 学 模型 ER B(N)=A,D(N)=dN , 则 表示 人 口中 有 一 个 常数 
输入 率 为 A 和 一 个 与 人 口 成 正比 的 死亡 率 dN ,相应 的 人 口 动力 学 模型 (3.2. 1) 


称 之 为 常数 输入 和 指数 死亡 的 模型 , 取 BOND) =6N - (b - a), DUN) =a 


t(b AE PK 为 环境 容纳 量 , 则 称 相 应 AUB (3.2, 1) A Logistic 


方程 的 人 口 动力 学 模型 ,在 传染 病 模型 中 , 若 考 虑 到 因 疾 病死 亡 WA 口 动力 学 
方程 (3,2, 卫 变 为 

N (t) = B(N)-D(N)- d, (3.2.2) 
其 中 工 为 染病 者 的 数量 ;wg 是 因 病 死亡 率 系数 ,有 了 以 上 的 分 析 ,我 们 就 可 以 根 
据 不 同 的 疾病 发 生 率 ,不 同 的 人 口 动力 学 方程 来 建立 和 研究 不 同 的 传染 病 模型 . 


3.2.1 具有 常数 输入 和 指数 死亡 的 SIRS 模型 


只 有 易 感 者 具有 常数 输入 的 SIRS 模型 
本 段 主 要 考虑 两 类 具有 常数 输入 和 指数 死亡 的 SIRS 传染 病 模型 ,一 类 是 
疾病 的 发 生 率 是 双 线 性 的 SIRS 模型 , 另 一 类 是 疾病 的 发 生 率 是 标准 的 SIRS 模 
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HB. 
首先 ,考虑 疾病 的 发 生 率 是 双 线性 的 SIRS 模 型 

dS 
G7 4 aS - BSI + OR, 
时 = pst -(y+d + al, (3.2.3) 
dR L y- (DR. 

其 总 人 口 N=S+I+R, 因 此 ,由 (3.2,3) 知 N(t) 满 足 方程 
N'(t) - A- dN - al, (3.2.4) 


其 中 ga 是 因 病 死亡 率 系数 , y 是 恢复 率 系数 ,d 是 自然 死亡 率 系数 ,8 是 失去 免 
疫 率 系数 ,A 是 常数 输入 率 ， 

由 方程 (3, 2.4) 知 , 当 疾病 不 存在 时 ,种 群 的 数量 N (日 最 终 趋 向 于 常数 
AN, 且 当 N>AN 时 ,N (t) <0, 因 此 ,方程 (3,2.,3) 的 全 部 解 (S,I,R) 最 终 
趋向 ,进入 或 停留 在 区 域 D 内 ,其 中 


D= \(S,1,R)€ R 10<S+1+R<Â,S>0,1>0,R>0]. 
定义 
= (Ald) 
Ro hard 


易 证 , 当 Ro<1 时 ,方程 (3,2.3) 有 惟一 的 平衡 点 E CA/0,0,00); 5R OL, 
方程 (3,2.3) 有 两 个 平衡 点 E (AA 00),E, (S* ,R ), 其 中 
+ 了 BT d(y ta t d)((R, - D R= Ww 
8 f|« «(1*3 $*d 

显然 ,Ro € (3.2.3) 的 基本 再 生 数 ， 

关于 平衡 点 E。 ME, 的 稳定 性 有 下 面 的 定理 ， 

定理 3,2,15 SR SIN ,平衡 点 E, ED 内 是 全 局 渐 近 稳定 的 ; 当 R 
>1 时 ,平衡 点 E 在 D 内 不 稳定 ,正平 衡 点 E, 在 D. 内 局 部 渐 近 稳定 ,特别 当 
=0( 移 出 者 民 永久 免疫) 时 ,EE, 在 D 内 除 平面 I =0 外 全 局 渐 近 稳定 ， 

证 明 当 Ro<1 时 ,利用 Liapunov 函 数 V=I, 及 LaSalle 不 变性 原理 和 极 
限 方程 理论 不 难 证 明 E, 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 

当 Ru >1 时 ,由 方程 (3,2,3) 的 线性 化 系统 不 难 证 明 ,E。 点 不 稳定 LE, 局 
MMT ,下 面 我 们 仅 给 出 当 8=0,R, >1 时 ,E 全 局 浙 近 稳定 的 证 明 ， 

对 方程 (3.2.3) 进 行 坐标 变换 

S=S'(1+r),T= 1 (+y),R = R’ (+r), 


S 
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WA (3.2.3) BA 
Jr --f [grt e+ yt ay], 


pe zt y) (3.2.5) 
z = d(y - x). 
相应 的 区 域 D 变 为 
T= [Gs Mass sms rx) 
*ÜGSy)tR* (1+x)< 人 |， 
而 平衡 点 E 变 为 (0,0,0) ,考虑 Liapunov 函 数 
r? 
W = sop + gelo In + 99), 
下 沿 系 统 (3,2 引 轨 线 的 导数 
wW = - eg +1+y)<0, (3.2.6) 


BW =0 可 得 x =0. 注 意 到 WW 的 定义 区 域 为 (x ,y,z)ET, 但 y 天 一 1, 故 由 
LaSale 不 变性 原理 及 极限 方程 理论 知 (0,0 ,0) E TL BRE By = -1 外 全 局 渐 近 
稳定 MAR, >1 时 ,正平 衡 点 E, 在 区 域 D 上 除 平面 TI=0 外 全 局 渐 近 稳定 ， 

注 在 定理 3,2,1 中 , 当 Ro >1 时 ,只 证 明了 SIR 的 传染 病 模型 地 方 病 平 
衡 点 的 全 局 稳定 性 ,对 常数 输入 和 指数 死亡 的 SIRS 模 型 (3.2.3)( 即 8540) ,地 
方 病 平衡 点 E, 的 全 局 稳定 性 到 目前 为 止 还 没有 证 明 , 经 数值 模拟 , 当 Re >1 
时 ,EE, 也 可 能 是 全 局 渐 近 稳定 的 ,对 模型 (3,2,3), 若 m=0, 30, 则 (3,2,3) 变 
为 不 考虑 因 病 死亡 SIRS 模 型 ,对 此 模型 ,我 们 利用 极限 方程 ,把 方程 (3.2, 鸡 降 
ig ,也 可 证 明 : 当 Re >1 时 ,正平 衡 点 全 局 渐 近 稳定 ， 

下 面 考虑 具有 常数 输入 和 指数 死亡 且 疾病 的 发 生 率 是 标准 形式 的 SIRS 模 
型 ,其 框图 为 


IN : 
g ENE rA 


A> L Cr] As 
dS (d+a)i dR 
其 微分 方程 模型 为 
ds SI 
dr —-A-dS- AW + OR, 
Hea -Gratay, (3.2.7) 
dR 


Ge T+ dR. 
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总 人 口 N(t) =S+I+R 满足 方程 


N(1)=A-dN-al. (3.2.8) 
模型 (3,2. 力 有 基本 再 生 数 


- À 
^Y*tatd' 


方程 (3. 2.7) 总 有 无 病 平衡 点 E (4.0) , 当 R >1 时 ,有 地 方 病 平衡 点 
E,(S* ,.I' ,R* ), EF 


Ro 


(二 
,_N’ (lrg, 
s=, re 
Re 1+ 
ótd 
R'=2 Ne 
s D(1-g.) 
4*— dy 


平衡 点 的 稳定 性 

下 面 证 明 (3,2, 纪 平衡 点 的 稳定 性 ， 

定理 3,2,29 当 Rossil 时 ,方程 (3.2. 力 存在 惟一 的 平衡 点 Es BUS HE 
JERE, AR, >1 时 ,方程 (3.2, 人 力 存 在 两 个 平衡 点 E AE, ,其 中 Es 不 稳定 ， 
E, 局 部 渐 近 稳定 , 当 e=0 时 ,已 ,是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 

证 明 RSI AUF BE S3 (3.2. 3) 的 证 明 ,通过 构造 Liapunoy 函数 
V=I, 可 证 无 病 平衡 点 全 局 渐 近 稳定 AR, >1 时 ,通过 方程 (3,2,7) 的 线性 化 


系统 能 证 明 ,Eu 是 不 稳定 的 ,E, 是 局 部 渐 近 稳定 的 , 若 a=0. 则 N(z) 一 分 ， 因 


此 ,通过 (3,2,7) 的 极限 方程 ,我 们 也 能 证 明 ; 当 Ru >1 时 ,地 方 病 平衡 点 全 局 渐 
近 稳 定 , 当 g=0 时 ,由 方程 (3,2,8) 可 得 


NOD = 4+ (Nm - Fe. (3.2.9) 
因此 ,系统 (3,2,7) 能 写 为 渐 近 非 自治 平面 系统 
df AL 
au =H(N-I-R)-(r+d)l, 
(3.2.10) 
dR 


其 中 如 (3,2, 纺 式 所 示 ， 
由 (3,2,9) 知 ,方程 (3,2,10) 的 极限 系统 为 
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di d, d 
g- raft -4 - gr)- G +a)], 

dR (3.2.11) 
SE =y- (8+a)R. 


方程 (3,2, 11) 有 平衡 点 K (0,0), 35 R > 工时 ,该 方程 还 有 正平 衡 点 
E, (I ,R' ), 当 Ro >1 时 , 易 证 E, (0,0) 是 不 稳定 的 ,E, (I* , R* JS BERGE 
稳定 ,注意 到 (3.2.13) 的 解 正 向 有 界 ,要 证 点 E, 全 局 渐 近 稳定 ,只 要 证 明 (3.2， 
1 在 第 一 包 限 不 存在 闭 轨 线 即 可 为 此 , 取 Dulac HK BUR) =z}, 可 得 

HBP) , (BQ) --4R- 2 <0. 

由 BendixsonDulac 定 理 知 ,(3,2,11) 在 第 一 象限 不 存在 闭 轨 线 RUE, 
全 局 渐 近 稳定 ,由 引 理 3,1.,1 及 前 面 讨论 知 , 当 Re >1 时 ,方程 (3.2. 力 的 平衡 
AE, 全 局 浙 近 稳定 ， 1 

染病 者 具有 常数 移民 的 SIR 和 SIRS 模型 

前 面 介绍 的 传染 病 模型 ,染病 者 类 都 没有 常数 移民 ,但 对 某 些 疾病 , 除 易 感 
者 具有 常数 移民 率 外 ,染病 者 及 移出 者 也 有 常数 移民 ,如 艾滋 病 ,SARS 等 ,尽管 
各 国 海关 进行 控制 ,但 仍然 有 少量 的 带 病 者 进入 某 一 地 区 ,使 疾病 在 这 一 地 区 流 
行 ,关于 染病 者 也 具有 常数 移民 率 的 传染 病 模型 , 目前 所 见 的 文章 还 很 少 , 主 要 
有 Brauer, 李 建 全 等 人 一 些 文章 ,如 文献 | 26 ,27] ,下 面 我 们 介绍 这 类 模型 ， 

假设 某 一 地 区 的 总 人 口 为 N(t) ,把 N 分 为 易 感 者 $ 类 ,染病 者 工 类 和 移出 
者 民 类 . 易 感 者 和 染病 者 都 有 常数 移民 率 , 设 A 为 进入 该 地 区 的 总 移民 率 , 即 
单位 时 间 进 入 总 人 口 N(t) 的 新 成 员 数量 为 A ,其 中 单位 时 间 迁 入 该 地 区 染病 
者 的 新 成 员 为 PA(0<<p<<1) , 则 迁 入 易 感 者 的 新 成 员 数 为 (1 p )A :疾病 的 发 
生 率 是 双 线 性 发 生 率 , 则 该 传染 病 模 型 框图 为 


V oA 


ü-pA cs Bt T » CR] 
4 Y Y 
ds (da) dR 
相应 的 微分 方程 为 
I = pA- BIIN-I—R)-(d*Y*a)l, 
fe- yE- dR, (3.2.12) 
N = A-—AN - al. 


这 里 EHE SRN-I-RÍE UE (.2.12) 的 平衡 点 满足 方程 
pA+RBR(N-T-R)-(d+a+7)I=0, 
b -dR - 0, 
dN *al - A — 0. 
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由 上 面 方程 的 第 二 和 第 三 个 方程 可 解 出 R = I,N = (A ~ a )jd ,然后 代入 第 


d 
一 个 方程 得 
HID & B(4 * y c a)? — (BA — d(d * Y * a)]I — pdA 
= 0. (3.2.13) 
不 难 求 得 , 当 p > 0 时 ,系统 (3,2,12 有 惟一 正平 衡 点 (I” RN AAT 


宇 10,R’ ÈR, = ZI N° <No EPIS Re No) 为 = 0 时 方程 (3.2.12) 


的 平衡 点 ,方程 (3.2.1 也 有 基本 再 生 数 Ry = Ja 人 
现在 我 们 用 一 种 新 的 方法 来 讨论 正平 衡 点 (1”,R",N" ) 的 全 局 稳定 性 ， 
RETEA RT N) 的 局 部 渐 近 稳定 性 ,可 以 通过 线性 化 的 系统 很 

容易 解决 ,下 面 给 出 其 全 局 吸引 性 ， 

把 方程 (3.2.12) 的 第 二 和 第 三 个 方程 化 为 积分 方程 


R(t) = R()e* + re ICs)ds, 
NG) = N(e* + 4 - e*) - af e 14s. 
并 把 上 面 的 方程 代入 (3.2.12) 的 第 一 个 方程 ,可 得 下 面 的 积分 微分 方程 
KO) = pA + BUA = €*) + (NO) - RODE - 1G) 
- (a+ nj etos - (d + Y+ aIl). (3.2.14) 


FER I(t) = pet? , 则 有 


yG) = In IO yo) - T. 


y) = Phe? + gta e) + NCO) - RODE - r e? 


-Gnrp[etmeoa] - (d +7 + a), (3.2.15) 
EX 
gly) =e -1, 
0, s<0, 
ats) "tee enfe. s>0. 


ER, f. =0 时 ,af(s) 有 跳跃 BT , 且 当 s] ORT 
a'(s) = B (a+ Y)e ^, 
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fiae 7 s)]da(s) 
= Bre? — BI" e BE (a + nfo Peds - BUG ~e), 
同时 ,也 定义 
hly) = pa 


=e), 
fa) = BU + A- Ge yr] 
+ PINCO) - ROJe* - Cae y + a) +B 
= ge* [nto -ROD - 30 - (a + T° )] 


+ [PA pre +A- GG P)-( as]. 
因为 [” 满 足 方程 (3,2, 13), 故 有 
fo) = Be [NO - ROD - 14A - (a + 7)7°)]. 
从 而 微分 积分 方程 (3,2,15) 可 化 为 
yD) =- f gly = s)]dals) = Ay) + fl). (3.2.16) 


因为 a(s) 是 强 正 型 ,g(y 连续 A fim [edy = 9G) 连续 ， 


goho) = Pa-eyxe-p- BAe +o -2)20,4 y € R, 


JG) AF (2) € E70, + oo) ,由 文献 [28] 的 定理 18.2.3 0 ,方程 (3.2.16) 的 
每 一 个 有 界 解 y(t) 都 有 
limg(y(#)) = 0, 
即 有 
limy(z) =0. 
故 方程 (3.2. 14) 的 平衡 点 1” 是 全 局 吸引 ,又 因为 方程 (3,2,14) 和 方程 (3.2， 
12) 等 价 ,从 而 方程 (3,2.12) 的 惟一 平衡 点 (I” IR] INT ) 全 局 吸引 BA 
RN’) 的 局 部 稳定 性 知 ,(I”,R”,N" ) 是 全 局 渐 近 稳定 ， 
下 面 我 们 讨论 各 闫 都 具有 常数 移民 且 疾 病 的 发 生 率 具 有 一 般 形式 的 SIR, 
SIRS 传染 病 模型 , 现 假设 传染 系数 BEN 的 函数 ARN) Be 
p~ 20,8 (N) <0, 


[BNNT SOLEN P + GOONY T >0. 21D? 
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此 时 ,疾病 的 发 生 率 变 为 NSE, ARK 的 疾病 发 生 率 ,现在 研究 疾 
病 的 发 生 率 为 ACN)SI 的 SIRS 传染 病 模型 ,其 框图 为 


aA bA cA 
t + V 
BUNDSI n Ed 
[s] 一 一 一 ~ I R S 
4 Y 4 
ds (d + a)i dR 


其 中 入 是 单位 时 间 从 外 界 迁 入 的 总 人 口 ,a >00, b20,.c20atbte=1 
分 别 为 输入 人 群 中 易 感 者 S ,染病 者 [和 移出 者 R 所 占 的 比例 ,对 其 它 参 数 分 别 
假设 4 >0,a>0, 220, 
在 上 述 假设 下 ,所 建立 传染 病 动 力 模型 为 
= aA ~ B(NDSI ~ dS + eR, 


I 25A * B(N)SI - (d - Y t aM, (3.2.18) 
R' — cA * YI - (d c e)R. 
BA 口 方程 为 
N = A - dN - al. (3.2.19) 
4 e=0 时 ,模型 (3.2.18) 是 一 个 SIR 传 染病 模型 ,该 模型 一 般 适用 于 病毒 性 传 
染病 ,如 病毒 性 肝炎 KIS ,麻疹 ,艾滋 病 等 : 当 e>0 时 ,模型 (3.2.18) 是 一 个 
SIRS 传染 病 模型 ,该 模型 一 般 适 用 于 细菌 感染 引 的 传染 病 ,如 ER ， 
EAS JB S=N-1-RAKRAAE(3.2.18) ,并 结合 (3.2.19) , 则 得 (3.2. 18) 
I —6A * I[BIN)(N-1-R)-(dt+7+a)), 
ferar ato, (3.2.20) 
N = A - dN — al. 
下 面 分 b=0 和 b 天 0 两 种 情形 分 别 研究 模型 (3,2.20) 的 性 态 ， 
情形 1 b=0， 
此 时 方程 (3,2,20) 变 为 
T=IANN-T~R)-(d+7+a)], 
[e ato (3.2.21) 
N = A-dN - al. 
对 模型 (3,2,21), 有 下 面 的 引 理 ， 
引 理 3,2,1 对 (3,2,21) ,下面 结论 成 立 


D 10) -0 , 则 对 +>0, 有 10090 及 limR(1) =. limNG) = 4; 
2) 1(0)>0, 则 对 1>0, 有 I(t)) 0 且 
Q = 1(1,R,N) € Ri) r+eR<n<4 
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是 系统 (3.2,21 ) 的 正 向 不 变 集 ， 
3) Ry = a4) ai codd 是 (3.2.21) 的 基本 再 生 数 ; 系统 


(d y ta)(d te)d 


(3.2.21) ER FAA p (0.5525. (ASR, > 1 时 ,方程 (3.2.24) 存 
在 惟一 地 方 病 平衡 点 P* (IRI Nt) ,其 中 
-A aN’ « _ (ac + Y)A — YAN, 

aN, 


r ald +E) M 


R 


BOND MEC + d) (d +e) + yd]N — (d +e + ac + Y)AI 
— a(d * e)YX(d & y ta) 
&E IR, A) 内 的 惟一 正 根 ， 
证 明 ”我 们 只 证 结论 (3) 中 正平 衡 点 P” 的 存在 惟一 性 ,其 余 结论 不 再 证 
明 ,地 方 病 平衡 点 P* (I”,R”,N" ) 满足 方程 
BC(N}YN- 1- R)-(d+at+y)=0, 
farn aron =0, (3.2.22) 
A - dN - ai =9. 
由 (3,2,22) 的 后 两 个 方程 解 出 I 和民 ,并 代入 (3,2,22) 的 第 一 个 方程 得 
po(NABN)il(at a) (d+e) + YAN- (d +e + ac + y)Al 
— a(d * eYX(d * Y * a). (3.2.23) 
由 假设 (3,2,17) 得 g’(N) 之 0, 即 g(N) 是 单调 不 减 函 数 , 而 R。 0 158 T 
于 
o(4)> ald +e)(d +a * Y). 
当 充分 小 时 ,p(N) <0, 故 当 R。> 1 时 ,方程 (3,2,23) 有 惟一 的 正 根 N”， 
No € (0,4) ,进而 系统 (3.2.20 BEARREAN RINT). 
下 面 两 个 定理 分 别 给 出 了 平衡 点 的 全 局 渐 近 稳定 性 , 
EH 3.2.37 对 系统 (3,2,21) , 设 。=0, 则 有 
D SR, 之 1 时 ,无 病 平 衡 点 Py 全 局 渐 近 稳定 ; 
2)4R, > 1 时 ,地方病 平衡 点 P” 全 局 渐 近 稳定 ， 
证 明 当 e=0 时 ,系统 (3,2,21 变 为 一 个 SIR 模 型 
I -IHB(NYN-I-R)-(d*vYca)]. 
[ec mensa, (3.2.24) 
N' — A - dN - al. 
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注意 到 (3,2,24) 后 两 方程 的 结构 ,可 以 通过 下 述 变换 将 方程 组 (3,2.24 ) 由 三 维 
MALE WZ) e RÀ IN , 则 由 (3.2.24) 后 两 个 方程 得 


Z(t) = A(c* Z)- az. (3.2.25) 
48 (3.2.25) 
Z(t) = €#Z(0) + Ale + Za Le), 
因此 可 解 得 
RD=- -Zucose*zt) + et Dae). (3.2.26) 
18 (3.2.26 RA (3.2.22) 8 8 FEA 
r= rle (1 +Ž)N- 1-642) 


-2{ *Za-e0]- +740) ， (3.2.27) 
N= A - dN - al. 
方程 (3,2,27) 的 极限 方程 为 
r= thacn[ (1 +Z- 1- (4 I)]- a+ y+a) 
2 F(I,N), 
N'2 A-dN - al & G(LN). 
(3.2.28) 


由 极限 方程 理论 知 ,系统 (3,2,24 ) 平 衡 点 的 稳定 性 可 转化 为 (3,2, 28) 相应 
BPE A Pa- (0, )m P^ Qn NO 的 稳定 性 KP EUR NT 与 (3.2.21) 
正平 衡 点 的 坐标 一 致 

通过 (3,2, 28) 的 线性 化 系统 讨论 可 知 : 当 Re <1 P, 局 部 渐 近 稳定 ; 当 
Ro >1 时 ,Pu 不 稳定 ,P* 局 部 渐 近 稳定 ; 当 R =1 时 ,Po 是 高 阶 平衡 点 ,因为 

a/F\, a{G d 
abr ^ awl $)-- BOW) - F «o. 
所 以 ,由 BendixsonDulec © #250 KA (3.2. 28) ERM 9 内 无 周期 解 , 故 当 R。 
<<1 时 ,Pu。 全 局 渐 近 稳定 S R >1 时 五 * 全 局 渐 近 稳定 ， 

为 证 当 Ru =1 时 ,P。 的 全 局 稳定 性 ,把 方程 (3,2,28) 改写 为 


r- rje [(1 + Z)(N ~4)-1}+ Q- OAT gn) -s(4)]]. 


N --a(N - 1)- ar. 


(3.2.29) 
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考虑 Liapunov ma 


V(,N) = SH AY a(1- ce)AT4(A 


ec (a - 4)- 24-94) (A) 0]]aw 
saco pol A] tna A) pl etc zm 
h(a) >0,4(F)=0, te VOT,N) 是 一 个 正定 函数 ， 
对 V(I,N) 沿 系统 (3,2,29) 轨 线 求 导 得 
dv NEM V A A 
E loam ae PPO) d (N- 2) [O(N 2) 
(I-A fA 
"ep AZ)“ PO]. 
由 假设 中 h (a) 的 性 质 及 上 式 可 知 wv ， ,是 定 负 的 ,从 而 P, 是 全 局 渐 近 稳 
aza) 
定 的 ， 

5E38 3.2.40) 对 系统 (3,2.21 , 若 R, 仿 1, 则 无 病 平衡 点 Pu 全 局 渐 近 稳 
定 ; 当 Ro >1 时 ,无 病 平 衡 点 Pu 不 稳定 ,地 方 病 平 衡 点 P 局 部 渐 近 稳定 : 进 一 
步 假设 gd +28, 则 地 方 病 平衡 点 全 局 渐 近 稳定 ， 

证 明 当 R。 志 1 时 ,无 病 平衡 点 P。 的 全 局 渐 近 稳定 性 ,可 利用 构造 V=I 
函数 以 及 LaSalle 不 变性 原理 得 到 ; 当 R >1 时 ,通过 线性 化 系统 易 得 Po 点 不 
稳定 ,P' 局 部 渐 近 稳定 ,下 面 主要 证 明 , 当 Ro >1, amd +28 时 ,P" 全 局 渐 近 

把 系统 (3,2, 刀 ) 变 为 下 面 的 等 价 系统 

K = TONIN-N)-S LIB8ON ) -RON] 
-RON - 1°) -PONR - RO, 
R'zey(-I')-(d c€eKXR-R'), 
N's-d(/N- N')- a(E- 0), 
XE S*=N*-1°-R*. 
193 Liapunov 函数 


VU,R,N) = e(r- r- rin) SO -R'Y 


3.2.29) 


(3.2.30) 


" 


+f ABO = NT) = S" LEN) - GJ a 
VOER, N) 沿 系统 (3.2.30) 轨 线 的 导数 为 
时 = + [Be CON - ELON) |ui - Ry 
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-A(N - N'OIBON)UN - N°) SURON") - BONDI]. 
注意 到 


BE NON’ - ald + wat gt) 


= SPINA - dN - at) - 84 gt) 
= XE DA algun, + al) + (d + Og]. 
WA BONO SOIN I ad +2% 所 以 
Spon’ - 7 gov) 


< £g (UA - aN - at) - S [EEE Nt (a + 80] 
«jg OD - M42 penny « o. 
E 

PES 


-BN Y + | (NA 


-EBONT|(R - RY 
- d(N - N*)IB(N)ON = N°) - S LN) - BONDI. 
8.2.17, JEN 是 定 负 的 ,因此 ,平衡 点 了 ”全 局 渐 近 稳定 ， 


情形 2 b >0， 

当 b >0 时 ,意味 着 对 染病 者 也 有 从 外 界 的 常数 迁 入 ,此 时 ,系统 (3.2.20) 
不 存在 无 病 平衡 点 ,但 总 存在 地 方 病 平 衡 点 P* (1”,R* UNT ) ,这 里 
(ac + Y)A - YaN’ 


» _ A-dN* 
PU m R a(d*c) ^" 
N 是 下 面 方程 
B(N)I[(atd)(d+e)+ YA IN - (d t e t act 7)Al 
-e(a Gs ve) - aS | (3.2.31) 
dE HQ, A) E MEER. 
事实 上 , 当 b>0 时 ,方程 (3.2.20) 的 平衡 点 一 定 满足 方程 
BUNXIN - 12 R) - (at y & a) + 9A <0, 
(3.2.32) 


cA * Yl - (d t e)R — 0, 
A - dN — al — 0. 
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从 (3,2,32) 的 后 两 个 方程 中 解 出 I AR ,然后 代入 (3,2,39 的 第 一 个 方程 即 可 
RS ATE (3.2.31). 
定义 
9p(N)A BN)I(e + d)(d+e)+ydlN- (d+etac+7)A!, 
BIN) Bald + ofa +y+a) -An |] 
因为 BIN)<O NANY’ >0, 所 以 gp(NN) 是 非 减 函数 , 且 当 N >0 充 分 小 时 ， 
P(N) <0, XB a (N) < 0, g(0) > 0 limw.(4)-8(N) =- o» HK 


P(N) 与 8(N) 在 区 间 (0, 合 ) 上 有 性 一 交点 N”, 即 方程 (3.2.31) 00.4) 上 
有 惟一 的 正 根 N”, 从 而 方程 (3,2,32) 有 惟一 的 解 (I” JR” INT ). 

当 。=0 时 ,利用 定理 3.2.3 的 证 明 方法 可 证 方程 (3.2.20) 惟一 的 平衡 点 
(I^ R^ ON ) 全 局 渐 近 稳定 METERES, 

定理 3.2.520 对 系统 (3.2.20) . 当 。= 0 时 ,惟一 的 地 方 病 平衡 点 
P'(U,R^,N') 是 全 局 渐 近 稳定 ， 

当 。>0 时 ,利用 线性 化 系统 和 构造 Liapunov 函数 

Vea(t— n rit) deo - n» 
+ J" BC) Cu 7 NT) = S" EBON") = BG Hide. 

也 可 证 明 下 面 的 定理 ， 

定理 3.2621 PE (3.2.20) . 当 。> 0 时 ,惟一 的 地 方 病 平衡 点 
PURI UNT ) 是 局 部 渐 近 稳定 , 若 a< d + 2 则 该 平衡 点 是 全 局 渐 近 稳定 ， 

应 当 指出 ,对 SIRS 和 模型, 当 染 病 者 或 移出 考 有 迁 入 时 ,地 方 病 平衡 点 的 全 局 
稳定 性 还 没有 完全 解决 ,但 我 们 猜测 ,该 平衡 点 可 能 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 

3.2.2 具有 指数 输入 的 SISY 模 型 

种 群 具有 指数 输入 , 即 种 群 的 出 生 率 (或 死亡 率 ) 与 种 群 的 个 体 数量 成 正比 , 
这 也 是 常见 传染 病 模型 所 考虑 的 情形 之 一 本 段 将 讨论 一 类 具有 指数 输入 的 
SISV 预防 楼 种 模型 


S - rü- ON- pe [p+ f(N]S & yl cv, 


r- BS - [yea KNIE, (3.2.33) 


V = rqN + pS - [e + f(N)]V, 
其 中 5 是 易 感 者 类 ,I 是 染病 者 类 ,V 是 接种 者 类 ,r 表示 OR WER AM , BH 
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示 传 染 率 系数 , q( 0<S q<< 了 表示 新 生 者 被 接种 的 比例 ,P 表示 易 感 者 被 接种 率 ， 
y20 表示 染病 者 的 恢复 率 ,e 表 示 被 接种 者 的 免疫 失去 率 ,f( N ) 为 种 群 的 自然 
RES , 它 依赖 于 总 种 群 的 个 体 数 N .对 于 N >0 有 f(N)>0,f (N)208 
f(0) =0<r< f(o»). 
由 于 N=S+I+Y, 所 以 有 
N = Nr - f(N)] - al. (3.2.34) 


Ba Qoyapp ep N xy. PHS BE (8) RAR (D 和 被 接种 


类 (V) 在 总 种 群 中 所 占 的 比例 ,通过 直接 计算 可 得 
xz -r(1—-9)-(B—o)xy - (p* r)x * Yy * ez, 
{y= siete tye a (3.2.35) 
z = rqa + px -le * r)z t ayz. 
BA xcytz-id A, RA 3.2.35 的 前 两 个 方程 可 写 为 
x —-[r(ü-gq)*«e]-(B-a)zy -(p*rte)x*(y-e)y, 
y = ylar t ay - y ta r)]. 


(3.2.36) 
易 知 区 域 D = f(xy) |x 20,y20,x cy « AL ÍE(3. 2.36) 的 正 向 不 变 
s. 


. mp. [et r(1-9)] > , 
33 3.2.79 R= ep) FAG. 2.30) BE EM 


平衡 点 Puf Er), 4 Rod 时 ,系统 (3.2.36) 还 存在 惟一 的 地 方 病 
ptrte 


平衡 点 PG) Ra = PPT OO yg pe, Fay =+ a 


B 
tr 所 得 ， 


证 明 显然 ,系统 (3,2,36) 总 存在 无 病 平衡 点 P ( S290). 


KR (3.2.36) 的 地 方 病 平衡 点 P, (x ,y, ) 即 方程 组 
Betay=Y¥tatr, 
(B-alayt+(ptrtelat(e—v)y=rl-g)te 

在 区 域 D 内 的 解 ， 
由 (3,2,37) 中 的 第 一 个 方程 得 
x = T (3.2.38) 
将 (3,2,38) 代 入 (3,2,37) 中 的 第 二 个 方程 ,并 进行 整理 可 得 


eG)Sa(B- a)» -[B(a * r* e) -a(p*ety*a*2r)]y 


(3.2.37) 
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+(ptrte)(ytatr}(R, -1)=0. (3.2.39) 
记 
Rim spa 
SR, S18 S81: &+ w= Yt ga+r 位 于 区 域 DD 之 外 ,因此 ,这 时 方程 组 
(3.2.37) 在 D ALM .注意 到 如 果 Ri<1, 则 R <1. 
当 R >1 时 ,有 B» we 这 时 直线 1: Bet ayx Y+a +r 和 直线 x +y=1 在 
第 一 象限 内 相交 ,交点 记 为 M , 解 方程 组 
fx tay-yYtactr, 
rty-l, 
可 得 交点 M 的 纵 坐 标 为 


了 = 人 >0, 且 0< 了 <1， 


因此 ,系统 (3,2,36) 的 地 方 病 平衡 点 P. (x, y, ) 的 存在 性 等 价 于 方程 p(y)=0 
在 区 间 (0 ,y ) 内 解 的 存在 性 ， 

直接 计算 可 得 

(p-a)ply) =- BHB- a)ra +t plyt+r)i, (3.2.40) 

SR, >1 时 ,由 式 (3.2.40) 有 ply) <0,X R1 &SCÉ (OKO. ET u= 
oy) i EH E — A I) E Pr AR ,因此 , 当 R >1 且 Ro 所 1 时 方程 p(y)=0 
在 区 间 (0 ,y AA. 

综 上 所 述 , 当 RossI 时 无 病 平衡 点 Pu (xo ,内 是 系统 (3,2,36) 在 区 域 D 上 
的 惟一 平衡 点 

当 Ro>1I 时 ,有 民 21H B»a5(.2.40) RTA p (y ) <0. 同时 
9(0)>0. 由 于 u=yp(y) 的 图 像 是 一 条 向 上 四 的 抛物 线 ,所 以 这 时 p(y) =0 在 
区 间 (0,y) 内 有 惟一 解 , 记 为 y=y, ,将 y=y, 代入 (3,2,38) 式 ,可 得 x = 工 , 即 
当 R > 1 时 系统 (3,2.,36) 除 无 病 平衡 点 P 外 ,还 有 惟一 的 地 方 病 平衡 点 
P. (x. y). 

定理 3,2,8 对 于 系统 (3,2,36) , 当 Ro 所 1 时 ,无 病 平衡 点 P, 是 局 部 渐 
近 稳定 的 ; 当 R >1 时 ,无 炳 平衡 点 Po 是 不 稳定 的 ,地 方 病 平衡 点 P, 是 局 部 渐 

证 明 系统 (3,2,36) 在 平衡 点 Ps 和 P SEY Jacobian E EE a 7g 

yep s DOTO BO GED e 
0 (r+at ¥)(Ry -1) 
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—{(Bta)y.— (ptrie) -(8-az -e«y)l 
ro = By, ay, I 
因此 ,对 于 系统 (3.2,36) , 易 知 当 Re <1 时 ,无 病 平衡 点 Pu 是 局 部 渐 近 稳定 的 ， 
当 Re >1 时 ,无 病 平衡 点 P, 是 不 稳定 的 ， 
当 Re ==1 时 ,J(P。) 有 零 特征 根 , 故 此 时 p, 是 高 阶 奇 点 ,为 了 讨论 其 局 部 
稳定 性 ,对 系统 (3,2,36) 作 变换 
u = y,v = ay + Plx - xo), 
Jill (3.2.36) A 


u^ — uv, 

| =-(ptrtelutullalat+y+ptet+2r) (3.2.41) 
— B(a* r te)] + po-al(P-a)u}. 

令 (3.2.41) 右 端的 第 二 个 表达 式 为 零 ,得 


ya tlat yt pte t2r)~Blatrte) 
ptrte 


其 中 gu) 表 示 u 的 次 数 高 于 一 次 项 的 和 ， 
将 (3,2.4 邹 代入 (3.2.41) 中 的 第 一 个 方程 ,得 


， +y+p+ -Bla+ 
u = ala y+p Epa ie THO) 2 4 oln). (3.2.43) 


于 是 由 文献 | 70] 的 定理 7.150, (3.2.36) 的 相 轨 线 在 区 域 D 内 逼近 于 Pu , 即 当 
Rn =1 时 在 D 内 无 病 平衡 点 P。 是 稳定 的 ， 
对 J(P. ) 直 接 计 算 可 得 
deJ(P,) =- x2, 
tI (P,) =~ (8 ~ a)y, + a(s, -Etrtt). 


a 
由 证 明 地 方 病 平 衡 点 P, 存在 性 的 过 程 可 知 ,g' y, ) <0, 所 以 det] (P, ) > 
0 .又 


utolu), (3.2.42) 


ap[£5725)- Blpl(p * re) - a] — arqi, 
FisP ttt cont rao (Et 5)«o, m o( P 1*5) co Fe eem 
3.2.7 的 证 明 过 程 可 知 y, <Ê EHE ud tr te 时 ,显然 有 Pte 


因此 , 当 Re >1 时 有 trJ(P,)<0, 如 此 便 证 得 地 方 病 平衡 点 P, 是 局 部 渐 近 稳定 
fj. 
为 了 证 明 系 统 (3,2, 35) 的 全 局 渐 近 稳定 性 ,引入 下 面 的 广义 Bendixson 一 


$3.2 总 人 口 非常 数 的 传染 病 动 力学 模型 lac 


Dulac 定 理 ,以 便 排除 周期 解 ， 
广义 Bendixson-Dulac 定理 
定理 3,2,99] KE: RO R? 是 一 个 Lipschitz 连 续 的 向 量 场 ,P(t) 是 有 向 

光滑 曲面 SCOR? 的 边界 曲线 , 它 是 闭 的 ,分 段 光 滑 的 , 若 gc RR dE S RUE 

RE , 且 对 一 切 t 满足 . 

giro»: fio» «000, 
(Curlg) - n > O0(<0), f S E, 

MAE S$ 上 有 一 些 点 满足 

(Curlg) * n > 0(« 0), 

这 里 pF BIS 上 的 单位 法 向 量 , 则 P(t) 不 可 能 由 系统 

x = f(x) 

KARRAR PORSAS n 成 右手 系 ， 
推论 3.2.191 X SC RO 是 有 向 光滑 的 曲面 , PCS 是 任意 一 条 光滑 

闭 曲线 , 且 P(t) 是 曲面 S'CS 的 边界 , Æ E:P (OR) 是 Lipschitz 的, 且 f 和 

8 满足 

g(F(t)) - fT) = 0, 
(Curlg) -n 2 0,GX c0) ES E, 

这 里 HS 上 的 单位 法 向 量 , 则 P(t) RI BERE A x =f (x ) 的 异 宿 环 ， 
定理 3,2,9 及 其 推论 3,2,1 是 对 平面 上 的 BendixsonDulac 定 理 的 推广 ， 
定理 3.2.1005] 系统 (3,2,35) 不 存在 周期 解 ， 

证 明 BERR O= x,y,z)lIxz>0,y 守 0,z>0,x+y+z=1l 是 
(3,2,35) 的 不 变 集 ,又 易 知 区 域 9 的 边界 线 不 可 能 是 系统 (3,2,35) 的 周期 解 ， 
因此 ,以 下 仅 在 区 域 9 内 讨论 ， 

假设 系统 (3,2,35) 在 O 内 有 周期 解 p(t)= {x(t) ,y(t),z(t)| ,并 且 g(t) 
的 轨 线 P 所 围 的 平面 区 域 为 卫 , 平 面 域 IEF 9 的 内 部 ， 

记 f ,fi ,fs 分别 为 系统 (3,2,35) 的 右 端 三 方程 的 表达 式 ,f = (fi ,fi， 


fy" (T PRESE) gley) or x f (其 中 = (x ,y 2) m JU a 


g:f-0. 


ao up = (983 982 981. 983 282 26) p 
Fg = Gic i B Corg = (2 -72 20 E DS DL i 


计算 可 知 在 区 域 9 内 有 


- . T=. EO em np pel L) 
(Curlg) - (1,1,1) = zyz z zt 了 


-rü-Q*e(L.l)co (8.24) 
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设 平面 区 域 于 的 方向 是 向 上 的 , 轨 线 P 的 方向 与 DE 的 方向 成 右手 法 则 , 由 于 
向 量 (1,1, 卫 是 平面 区 域 IE 的 法 向 量 , 故 由 定理 3,2,9 知 定理 3,2,10 成 立 ， 

由 定理 3, 2,8 和 定理 3,2, 10 有 下 面 的 定理 ， 

3E38 3.2.09 对 于 系统 (3,2,35) , 当 Rs HELP, 是 全 局 渐 近 稳定 的 ; 
当 Rs >1 时 ,P. 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 

当 总 种 群 中 无 传染 病 存 在 时 ,根据 对 f (N ) 的 假设 ,方程 N = NI — 
f(N)] 有 惟一 全 局 渐 近 稳定 的 正平 衡 点 Ne =f '(r), 当 传染 病 引起 死亡 时 ,N 
符合 方程 N -NIr-ECND- gl. 

由 定理 3,2. 11 知 ,染病 者 比例 y(t) 要 么 满足 imy (t) =0, 要 么 满足 
limy(t)=y >R P y 是 地 方 病 平衡 点 的 y 坐标 值 ), 因 此 ,有 定理 ， 

53 3.2.1201. 设 了 是 地 方 病 平衡 点 y 的 坐标 值 , 则 下 列 结果 成 立 ， 

(i) HOR himy (2) =O, Slim Ce) = Nos 

Gi) füRlimy(2 = y20 H ay <r — f(0) WlimN (r) = f'(r-ay)« 


Nos 
(iii) Mi Rlimy(t)=y>0 8 ayr ~ f(0) Jilin N (t) =0. 
文献 [5] ,用 类 似 的 方法 研究 一 类 具有 预防 接种 的 SIRS 模 型 
s = on - AST - as — ps + oR, 
t =2 (dtas pI, 
R' = yl — (d * e € d)R+t pS. 
根据 


Ry = a x bty 
b+aty b+Y+p 

的 大 小 给 出 了 染病 者 比例 ,无 病 平衡 点 和 正平 衡 点 的 存在 惟一 性 及 全 局 渐 近 稳 

定性 ,文献 [10] 对 特殊 模型 进行 了 研究 ,利用 Liapunov 函数 和 不 变 集 原理 证 明 

了 在 阔 值 条 件 下 的 全 局 稳定 性 ,文献 [ 多 对 染病 者 和 移出 者 都 有 额外 死亡 的 

SIRS 模 型 进行 研究 XBR BERR ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [5,9,10] , 


3.2.3 种 群 具 有 Logistic 增 长 的 SIRS 模 型 


本 小 节 研究 人 口 N (日 的 变化 满足 Logistic HI N (t) = w(i- E) 
b-d , 且 疾病 的 发 生 率 是 标准 的 SIRS 传 染病 模型 ,这 里 是 自然 出 生 率 系数 ， 
d 是 自然 死亡 率 系 数 ， 考虑 到 种 群 的 密度 制约 项 - A mcos pe e inui 
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系数 b ,又 影响 到 种 群 的 死亡 率 系 数 d , 设 分 别 以 比例 a 与 (1 一 8) 影响 ,因此 ,种 
群 的 出 生 率 系 数 和 死亡 率 系数 分 别 被 修正 为 BON) =b- ag DO du 


-a)y R ,种 群 动力 具有 Logisitic 增 长 的 SIRS 模 型 框图 为 


(bh ug NIK)N. SUN | 


R, 


s I + | œR Zj s 
4 


laca -byvis fade at aK [a+ ha) W/KIR 
JE OK 是 种 群 的 环境 容纳 量 , q- ba ZAR KS ,相应 于 上 述 框图 的 微分 
方程 为 
x] SI 


s'to = [b-ag ]N -a [aea ada IS on. 


ri) =a -[veacaca- ovg]. 


go) =n [erat -a le. 


(3.2.45) 

总 人 口 N=S+I+R 满足 方程 
N’(t) = IN(1 - N/K) - al. (3.2.46) 
由 实际 意义 ,我 们 总 假设 10, 因为 当 N >K 时 ,由 方程 (3, 2,46) 知 ， 
N (t) <0 ,因此 ,方程 (3,2,45) 的 全 部 轨 线 最 终 趋向 ,进入 或 停留 在 N=S+I 
+RSK 内 ,为 方便 分 析 模 型 (3,2,45) 及 (3,2,46) ,我 们 做 归 一 变换 x = S/N, 
y=I/AN,z - RAN, x c y cz 1.7 E (3.2.45) 的 后 两 个 方程 及 (3,2.46) 

变 为 
y= [a - (7ta c) -Q = a)y = àe tage by, 


z = Yy- (8+ b)z + an ME + aye, (3.2.47) 
N = [70 - NIK) - ay]N. 
FE (3.2.47) yzN 空间 的 正 向 不 变 集 为 
D=\(y.z,N) | yZ0, zz0, yt xz 委 1, 0&CN&Kl. — (3.2.48) 
阔 值 和 平衡 点 的 存在 性 
当 疾 病 不 存在 时 ,种 群 的 规模 N( 剖 趋向 于 它 的 环境 容纳 量 氏 ,如 果 疾 病 存 
在 , 则 种 群 的 规模 由 于 受 疾病 的 影响 , 它 可 能 趋 于 零 ,也 可 能 趋 于 一 个 比 容纳 量 
K 小 的 一 个 常数 ,或 者 趋 于 容纳 量 民 ,而 且 疾病 也 可 能 绝 灭 或 持续 (保持 在 地 方 
APEA) ,这 些 情 况 都 依赖 于 下 列 几 个 值 ,分 别 是 基本 再 生 数 


À 


Ro = yrasrbay 


EE BIR 常 微分 方程 传染 病 模 型 


修正 再 生 数 


a 


9= years? 


及 种 群 的 净 增 长 EHE 


= Y 
P =a -Ghscanl teta) 
其 中 Re =1 是 疾病 工 趋 于 绝 灭 与 持续 的 一 个 阔 值 ， 6=1 是 染病 者 的 比例 y= d 
趋 于 绝 灭 与 持续 的 一 个 阔 值 ,p =1 是 决定 种 群 的 规模 是 趋 于 零 或 还 是 一 个 常数 
的 一 个 阔 值 , 
令 方程 (3,2,47) 的 右 端 为 0, 则 方程 (3,2,47) 最 多 能 找到 4 个 平衡 点 , 首 
先 ,方程 (3,2.47) 总 存在 平衡 点 E (0,0,0)0 E, (0,0, K) HK, N=0, 由 方 
1 (3.2.47) 的 右 端 为 0 得 
A-(ytatb)- -ar 


> À-a 
(3.2.49) 


4 6>1 时 ,由 (3.2.4 匈 的 图 形 分 析 易 得 2718 (3.2.47) E EC D 内 有 惟一 
的 平衡 点 Es (yi ,zi ,0) , 且 当 81-1 ,E,— E,. 
最 后 ,我 们 找 y EN 都 非 零 的 平衡 点 EE (ys ,zs Na). BG 2.40 8 


N. 
IKIT W 

N 
A-(V¥4+atb)-A-aly-az tang =0, 


Yy- (8 + b)s tag ME + aye = 0. 


通过 代数 分 析 可 知 , 正 平衡 点 E, (y, ,z4 LN. ) 存 在 的 充 要 条 件 是 Ri >1 和 9 > 
1.3. =1 时 , 即 出 生 率 是 密度 制约 ,而 死亡 率 独立 于 种 群 的 密度 ,此 时 ,平衡 点 
Es 是 可 求 出 的 ,其 坐标 分 别 为 


8 + d)(1 - VR, 一 
| z DA- o) a= zt SUED. Ne = K0 - Ug). 
平衡 点 的 稳定 性 


下 面 考虑 平衡 点 E EE, RE, 的 稳定 性 ， 

定理 3.2.1303 # R SLUFEA E, (0 .0 ,K ) 在 区 域 D 内 除 平面 N =0 
外 是 渐 近 稳 定 的 ， 

证 明 由 Ro 所 1, 可 得 yt etb 一 a BA PHS AMRIT 

情形 1 Ama. 
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此 时 4938 Liapunov 函数 V= y , 则 
v'G)-[à-G*a*&- epl- asi -R p-a- a)y? = Azo 
及 
E-|V'-0] -1y-0l. 
由 LaSalle 不 变性 原理 知 ,从 D 内 出 发 的 方程 (3.2.47) 的 所 有 解 都 趋向 于 平面 
y =0, 当 y>0 时 ,由 于 (3,2.47) 的 第 三 个 方程 


N'G)- aft - RN = oN 
的 极限 方程 为 
N) = si - RIN. (3.2.50) 
而 对 方程 (3,2, 50) 的 任 一 解 N(t) ,只 要 初 值 Ne >0 ,就 有 NOOK.55b, 2 
y 了 0,N(t) 习 KK 时 ,由 于 (3.2.4 办 第 二 个 方程 的 极限 方程 为 
zí--(8b)gtagm —-(-8—ad -b(1-a)]z. (3.2.51) 
而 对 方程 (3,2, 51 ) 的 任 一 解 z(t) BA z( O70. 因此 ,由 极限 方程 的 讨论 知 ， 


JP (3.2.47) D 内 出 发 的 任 一 解 (y (1) ,z(t),N(t)), 除 N=0 平 面 外 ,都 趋 
向 于 平衡 点 E, (0,0, K). 


情形 2 lew 
构造 Liapanov 函数 Vey + z,V 沿 方程 (3,2.47) 的 导数 为 
v --G [o (1-9) SNI- e-a- -2-À«0 


及 
E={V =0] = ly=0,z = 0}. 

由 LaSalle 不 变性 原理 知 , 从 D 内 出 发 的 方程 (3,2,47) 的 所 有 轨 线 都 趋向 
FE SU yO 20 RUF EE 1 的 讨论 ,方程 (3,2,4 办 从 D 内 出 发 的 解 
GG) ,z(t),N(t)), 除 N=0 外 ,都 趋向 于 平衡 点 E (0,0, K). 

定理 3,2,1403 4 6>1 时 ,平衡 点 E (y, ,zy 0) 在 区 域 D 内 是 存在 的 ， 
且 当 gp <1 时 ,该 平衡 点 局 部 渐 近 稳定 ; 当 p >1 时 ,该 平衡 点 不 稳定 ， 

证 明 系统 (3,2.47) 在 平衡 点 E (y, z ,0) 处 的 Jacobian 和 矩阵 为 


- (A - ays -À» ami K 
JO, = Y taz, -à-btay alk |. 
0 0 7-— Os 


XB FE J (Es ) 有 两 个 特征 根 是 下 面 的 一 元 二 次 方程 的 根 
r+ pr+q=0, (3.2.52) 
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其 中 
p= A-a)ys + 8 +b- ays, 
q = (A- a)y; (ò + b — ays) + Ay (Y + az) 

BA LRE A> a AA(3,.2.49 的 第 二 个 方程 隐 舍 (8+b 一 wy) z= M. 
因此 ,8+b 一 ws >0, 即 有 Pp >0,q>0, 故 方程 (3,2,52) 有 两 个 具有 负 实 部 的 
R. 

矩阵 T(E, ) 还 有 第 三 个 特征 根 n— an ,现在 证 明 1 o 与 一 1 的 符号 
相同 ,方程 (3,2,49) 的 第 一 个 方程 隐 含 


An + tatd-Ajta 
p- ay = Apter ter d te (3.2,53) 


这 里 > & 若 "- >0, 则 有 1> wy, MA tb- ay > dtd, 从 而 可 得 


1225. ay, (8 + d) = weld +d) 


9 7 Oth- ays) Yn 
而 由 gp <1 可 得 


(3.2.54) 


pAta(y tatd - A) <- 


TE E SUR (3. 2,54) RA (3.2.53) 的 右 端 可 得 9- an <0, 这 是 一 个 矛盾 ， 
故 当 p<1 时 ,可 得 全 qne. 

类 似 地 FE SA ge >1 Bt q- an >0， 

总 之 ,由 上 面 分 析 可 得 4 e<1 ht ,平衡 点 E Qs ,z 0 局 部 新 近 稳 定 ; 24 
9 21H Es Qs ,zs ,办 是 不 稳定 ， 

定理 3.21571 BR 91, e >1, WPM E, Gi iz, LN, ) 局 部 渐 近 稳 


X. 
证 明 系统 (3,2,47) 在 Eq (Y4 ,z4 Na ) 点 的 Jacobian 矩 阵 是 
-Q-alyx -ay — apulK 
JG = Y + az, - Yyilza ar lK |. 
- aN, 0 - NK 
其 特征 方程 为 
Porter ccrtc =0, 
其 中 


€; = (À a)y Yydl za + INAK >0, 

ey = Y(À ~ a)yilza + (A -a)y NlK + Yy Nal Kza 
+ aapa Naf K + Ayal Y + aza) > 0， 

co = (A ~ a) qp N, Kz, + Aya + oz Nal K 
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+ aayi N| Kz, — agys za Na K > 0. 
容易 验证 oo 一 >0, 因 此 由 Hurwitz 判 别 定理 知 ,特征 方程 的 根 全 都 具有 负 
实 部 , 即 当 R > 1,9 > 1 时 ,平衡 点 E; (ys ,z4 ,Na ) 局 部 渐 近 稳定 ， 
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前 面 两 节 ,我 们 主要 介绍 了 一 些 SIR, SIRS 传染 病 模型 的 渐 近 性 态 及 稳定 
性 ,这 一 节 ,我们 把 人 口 分 为 易 感 者 类 S ,潜伏 者 类 E ,染病 者 类 [ 和 移出 者 类 
R, 即 考虑 了 疾病 没有 发 生 ,但 已 有 病毒 潜伏 的 这 类 人 OE. SKS E 的 传染 
病 模型 主要 有 SEIR, SEIS 及 SEIRS 等 模型 ,这 些 模 型 按 疾 病 的 发 生 率 划 分 ,又 
可 分 为 疾病 的 发 生 率 是 双 线 性 DEDIT ws 及 一 般 情 形 
RD N )SI 等 不 同 的 模型 ,这些 传染 病 模型 一 般 情 况 下 是 竞争 系统 ,因此 ,从 数学 
上 可 以 借助 于 轨道 稳定 和 复合 矩阵 ,把 地 方 病 平 衡 点 的 全 局 稳定 性 彻底 解决 , 

3.3.1 有 关 数 学 理论 

这 小 节 我 们 给 出 了 两 种 证 明 全 局 稳定 的 一 般 方法 ,这 些 方法 对 解决 含 潜伏 
期 巨 类 的 传染 病 模型 的 全 局 稳定 性 非常 有 效 ， 

RAZR 上 的 线性 算 子 ,用 A 也 代表 R* 上 相应 于 标准 基 对 应 的 矩阵 ， 
Az R* 代表 Re 的 外 积 ,矩阵 A 在 外 Re 导出 规范 的 线性 算 子 Am 定义 为 :对 
uiu R^ 

AU (u, A uz) = AQ) A uz +u, A Au). 

相应 于 Ame 的 规范 基 的 矩阵 AD 称 为 第 二 加 性 复合 矩阵 (Second additive 
compound matrix) , 它 是 一 个 [| x [jes aie tem 


(A 4 B)! = AU! + pel 
当 n=2 时 ,Ap —trA; n=3 BP SEE A — (a, ) 的 第 二 加 性 复合 矩阵 为 


au tan an Tag 
2 
AP = 4n ay 十 s a 
Tan an ün tay 


一 般 地 ,一 个 n Xn EM A 的 第 k 加 性 复合 矩阵 AL (asks n) 定义 为 
AM = D, (T+ hA? Las, 


这 里 AI 是 一 个 N XN 矩阵 ,N = (7) (BO 代表 矩阵 B 的 k BYE, 代表 
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的 是 右 导 数 ， 

X o«A)-ixsc 和! 代表 矩阵 A 的 谱 JU of A21)=13+ yl IE Kj 
ni 是 AP 的 谱 ,关于 一 般 复合 矩阵 的 性 质 参见 文献 [14] ,复合 矩阵 与 微分 方程 
的 关系 见 文献 [ 13 ,14] , 

设 开 集 DC 尺 ,对 xED,x Hil) ER 是 C 函数 ,考虑 微分 方程 

a’ = f(x). (3.3.1) 
设 x(t ox ) 代 表 方 程 (3,3, 卫 满足 条 件 x (0 ,xo ) =x, 的 解 ,集合 KC 被 称 为 方程 
(3.3.1)E D 内 的 吸引 集 , 若 对 每 一 个 紧 子 集 KCD, 当 上 充分 大 时 ,都 有 
x(G,Kj CK ,我们 做 下 面 的 基本 假设 ; 

H) 方程 (3,3, 卫 在 D 内 存在 一 个 紧 吸 引子 集 KCD ， 

(H) 方程 (3,3, 卫 在 D 内 有 惟一 平衡 点 二 CD ， 

平衡 点 元 ED 内 被 称 为 全 局 稳定 ,如 果 它 局 部 稳定 而 且 在 D 内 的 全 部 轨 
RNS s Ae ED 内 全 局 稳定 , 则 假设 (H ),(H, ) 全 部 被 满足 ， 

对 传染 病 模 型 和 许多 生态 模型 ,其 可 行 域 一 般 是 一 个 有 界 锥 ,因此 ,条 件 
CH, ) 与 系统 (3,3, 卫 解 的 一 致 持续 性 等 价 ( 见 [ 15] ) ,关于 系统 (3.3,. 了 的 平衡 点 
x 的 全 局 稳定 性 问题 可 描述 为 

全 局 稳定 性 

若 条 件 (H ACH, ) 成 立 , 则 能 找 出 (3.3. 了 的 向 量 场 满足 某 些 条 件 ,使 平衡 
Ax 的 局 部 稳定 性 隐 含 元 是 全 局 稳定 ， 

对 n 22,1818 Poincere-Bendixson 定理, 可 以 利用 下 面 的 两 种 方法 解决 款 的 
全 局 稳定 性 

方法 I ”车 方程 (3.3.1) 的 全 部 周期 轨道 OED 内 轨道 渐 近 稳定 , 由 


Poincare 稳 定 条 件 | divfde <0 知 ,平衡 点 元 的 局 部 稳定 性 隐 含 z ED 内 是 全 


局 渐 近 稳定 的 [ 16]， 

WEL 若 DCR? 是 单 连通 的 , 且 在 D 内 有 divf <0 , 则 由 Bendixson 定 理 
知 , 系 统 (3.3, 卫 在 D 内 没有 周期 轨道 , 且 x 是 全 局 稳定 的 ， 

近 几 年 来 ,把 解决 二 维 情形 的 全 局 稳定 性 问题 ,用 类 似 于 上 面 提 到 的 方法 ， 
推广 到 高 维 的 情形 ,下面 我 们 介绍 这 些 方法 ， 

(A) 利用 Poincare Bendixson 性 质证 明 全 局 稳定 性 

定义 3,3,1 假设 系统 (3.3. 了 有 一 个 周期 为 w 的 周期 解 z =P(t) ,其 轨道 
为 y= {p(t) 0<t< 由 .轨道 7 称 为 轨道 稳定 , 若 对 任意 w>0 ,存在 8>0 ,对 
方程 (3, 3, 1) 的 任意 解 x (1), 25 dist (x (00, V< 8 H, 4—0 (0,8 
dist(x (t), ) « v. Su Y 称 为 轨道 渐 近 稳定 E lim dist (x (t), P» =0 成 立 , 轨 
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道 y 称 为 以 渐 近 相 轨 道 渐 近 稳 定 dp Y 是 轨道 渐 近 稳定 , 且 存 在 b>0, 对 方程 
(3.3.1) FEE — RE x (1), 25 dist(x (00, 站 <b 时 ,有 

fim Il z() - 8-210 = 0, 
这 里 依赖 于 x (0) Ile eR, 

定义 3,3,2 ”自治 系统 (3,3, 由 被 称 为 在 D 内 是 竞争 系统 D BEEN A 
BE H =dieg(g gg) ,这 里 取 1 或 者 一 1, 使 得 对 一 切 x ED ,都 有 

nn 
的 非 对 角 线 元 素 非 正 ， 

定义 3.3.3 系统 (3,3., 由 被 称 为 满足 Poincare Bendixson 性 质 , 若 对 (3.3. 
1) 的 任何 非 空 紧 w 极 限 集 不 含 平衡 点 , 则 该 极限 集 一 定 是 闭 轨 线 ， 

定理 3.3.10 对 mn=3 且 了 D 是 凸 的 区 域 , 若 (3.3. 卫 在 D 内 是 竞争 系统 ， 
则 该 系统 一 定 满足 Poincare-Bendixson 性 质 ， 

对 满足 Poincare-Bendixson 性 质 的 高 维系 统 ,具有 下 面 的 性 质 ， 

定理 3.3,227 若 下 列 条 件 满足 ; 

1) BOR CH, ACH, PRAE , 

2) x 是 局 部 渐 近 稳定 的 ， 

3) 系统 (3,3,1) 满 足 Poincare Bendizso f Ji , 

4) XKt (3.3. D 的 每 一 个 周期 轨道 是 轨道 渐 近 稳定 的 ， 

则 惟一 的 平衡 点 二 在 D 内 是 全 周 渐 近 稳定 的 ， 

证 明 只 须 证 明 交 吸引 了 内 的 全 部 点 , 设 口 是 吸 引 到 x MS , 即 对 任意 
xo CU x(t xy MMF x BAe 是 渐 近 稳定 的 , 故 口 是 非 空 开 集 , 若 DCU, 
则 该 定理 就 被 证 明了 . 若 不 然 , 则 U 的 边界 ? U 与 区 域 D 有 非 空 的 交集 B , 因为 
URUNMAU 是 不 变 集 , 且 USAR , 故 9U= 可 -可 也 是 不 变 集 ,因此 ,B 
是 正 向 不 变 集 , 故 B 有 一 个 非 空 紧 的 w 极 限 集 ,根据 假设 (H ) ,我 们 必 有 on 
9p = 她 ,由 假设 (HE )50, 0 不 含 平衡 点 , 故 由 PoincoreBendixsm 性 质 知 , 0 一 
定 是 闭 轨 , 且 由 条 件 4) 知 o 是 轨道 渐 近 稳 定 的 ,这 是 一 个 牙 盾 ,因为 9 是 口内 
轨 线 的 RRE, 

关于 周期 解 的 轨道 稳定 性 ,我 们 有 下 面 的 定理 ; 

定理 3,3,37 设 方程 (3,3, 由 存在 周期 轨道 y=lp()i0<t<ag AR 


afa 


z) c 


(ple) z(t) (3.3.2) 


四 竞争 系统 也 称 K 单调 系统 .详细 请 参阅 83.5 中 有 关内 容 . 
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` ] 
是 渐 近 稳定 的 , 则 此 周期 轨道 必 是 DIR TUM 的 
Jacobian E MES 的 第 二 加 性 复合 矩阵 ,系统 (3.3, 分 称 为 (3.3, 卫 关于 p (0) 的 二 


阶 复合 系统 ， 

一 个 矩阵 A 称 为 稳定 的 , 若 它 的 全 部 特征 根 具 有 负 实 部 ,关于 矩阵 A 稳定 
的 判定 有 下 面 的 定理 

定理 3.3.40 一 个 n xn HMA 是 稳定 的 充分 必要 条 件 是 AU REGE B 
(-1)"detA 70. 

利用 定理 3,3.2—3.3.4 可 得 下 面 的 定理 ， 

EH 3,3, 51. 若 下 面条 件 成 立 ， 

1) 假设 (H RI CH, RE; 

2) 系统 (3.3.1) 满 足 Poincere-Bendixson 性 质 ， 

3) 对 系统 (3,3, 了 具有 了 P(0)ED 的 每 一 个 周期 解 z =P(t) ,系统 (3.3, 了 T 
关于 p(t) 的 二 阶 复合 系统 (3.3,2) 是 渐 近 稳定 的 ; 

4) (—1)"det 3E) >o. 
则 系统 (3.3, 了 的 惟一 平衡 点 x ED 内 是 全 周 渐 近 稳定 的 ， 

( 孔 利 用 自治 收敛 定理 证 明 全 周 稳定 性 

当 不 知道 系统 的 Poincare-Bendixson 性 质 是 否 存在 时 ,使 用 自治 收敛 定理 也 
能 证 明 全 周 稳定 性 ， 

对 n 之 2, 利 用 Bendixson 判 据 ,可 以 排除 系统 (3,3.,1) 的 周期 解 , 

定义 3,3,4 Bl 满足 某 条 件 使 系统 (3,3, 几 不 存在 非常 数 周期 解 ,这 样 的 
条 件 称 为 Bendizson 判 据 ， 

定义 3,3,5 一 个 Bendixson 判 据 被 称 为 在 C! 下 关于 ff 在 点 xo ED 的 周 
部 扰动 是 曾 棒 的 , 若 对 充分 小 e>0 和 x。 的 一 个 邻 域 U, 使 得 对 每 一 个 gEC! 
(D+R") ,有 supp(f ~g)CU, 且 上 f- glo «e 成 立 ,这 里 


Tf-gle = sup}! f(r) — g(x) 1+ L(x) -Eee E Dbl. 
也 称 为 f 在 点 x。ED 的 一 个 C 周 部 8 扰动 ， 

容易 看 到 , 当 n=2 时 ,Bendixsm 条件 divf (x)<0 在 C. 下 关于 f 在 每 一 
个 点 xo。 ER? 的 周 部 扰动 是 鲁 棒 的 . Bendixson 判 据 在 高 维系 统 中 是 C! BHA 
也 被 讨论 , 见 [ 19]， 

定义 3,3,6 一 个 点 xo € B 被 称 为 是 系统 (3,3, 负 的 一 个 游荡 点 , 若 存 在 
xo 的 一 个 邻 域 UR TSO ,使 得 对 一 切 t>T,UNz(t,U)=2， 
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显然 ,平衡 点 ,极限 集 均 不 是 游荡 点 ， 

5[|88 3,3,107. REECO(D>R'), x, 是 系统 (3.3.D) 的 非 游荡 点 , 则 
对 与 的 每 一 个 邻 域 可 及 8>0 ,一 定 在 x, 点 存在 一 个 关于 上 的 Cl 局 部 扰动 
,使 得 下 面 结论 成 立 ， 

1) supp(f — g)C U, 

2) 扰动 系统 =g (x) 有 一 个 过 x。 点 的 非常 数 周期 轨道 

定理 3,3,607 BARE CH, MH ) 成 立 ,对 系统 (3,3， pu 步 假 设 满足 
Bendixson 判 据 ,这 个 判 据 对 系统 (3.3,1 的 任何 非 平 衡 点 和 非 游荡 点 x ,f 在 该 
AHO 局 部 8 扰动 是 鲁 棒 的 , 则 x 的 局 部 稳定 一 含 全 局 稳定 ， 

下 面 的 Bendixson 判 据 是 文献 | 19] 给 出 的 ， 


设 z-P(z) 是 一 个 人 )> (yemas. ax x ED 它 是 C! 的 ,假设 
P- (xz ) 存 在 且 在 x EK 上 是 连续 的 ,K 是 一 个 紧 的 吸引 集 ,定义 
q= limsup sup FY Br(s m0)))ds, 
这 里 
B = P,P'+ pp 


dP, 
7 dt losn 


取代 


P 是 把 矩阵 P 的 每 一 个 元 素 py ,用 P, 沿 f 的 方向 导数 2 


得 到 的 矩阵 , (B ) 是 矩阵 Lozinskil 测度 


p(B) = Areas -i 


文献 [ 19] 显 示 ,如 果 p eatin ty, at. a <0 能 排除 系统 (3.3,1D 出 现任 


何 闭 轨道 ,包括 周期 轨道 , 同 宿 轨道 和 异 宿 轨 道 ， 
EH 3,3,701. AD 是 单 连通 区 域 , 且 条 件 (H ) 和 (H ) 成 立 , 则 当 aco 
时 ,系统 (3,3,1 的 惟一 平衡 点 x ED 内 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 
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具 常 数 移民 的 SEIR 模 型 
考虑 具有 常数 移民 的 SEIR 传染 病 模型 ,其 疾病 传播 可 用 下 面 的 框图 表示 
A CH ek 
4 4 t + 
ds dE (d tah dR 


根据 框图 结构 ,可 导出 下 面 的 微分 方程 组 
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S’=A-ds-Als, 
E = ASI - (e + DE, 
I -sE-(y tacta), (3.3.3) 
R' = yl - dR. 
由 方程 组 (3,3,3) 及 N(t)=S(t)+E(t)+I(t)+R(t) 可 得 
N'-A-dN - al. (3.3.4) 


因为 方程 组 (3,3,3) 的 前 三 个 方程 不 含 R AA TEHA (3.3.3) ELS HTF TEL B5 or 
方程 组 


S = A - dS - ASI, 
le sus eon, (3.3.5) 
I —c£-(y tac d). 
NAREMAZ(.3.& R-N-S-E-IEG. Bit limsupN (<Â , 故 
ZR (3,3, 5) 的 可 行 域 为 
D=|(SENERIS+E+1<Al, 


ARR D 是 方程 组 (3,3, 呈 的 正 向 不 变 集 ABA (3.3.5) 的 基本 再 生 数 为 


_ Ade 
Ro = at ey td tay 
直接 计算 可 得 无 病 平衡 点 P( 全 0.0) , 且 当 RS HELP, 是 仅 有 的 一 个 平衡 
AA R >1 时 ,方程 (3,3, 引 还 存在 惟一 的 地 方 性 平衡 点 Pp" —(S" E" I") 


ED ,其 中 号 表示 DD 的 内 部 ,这 里 


S' = g: ~ A(R - D pa E 
dR,’ T Rod +e)’ “¥+atd 


定理 3.3.300 SR «CE 时 ,方程 (3,3,5) 的 无 病 平衡 点 nA ， 9.0) D 


内 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 当 Ro>1 时 ,Pp, (分 ,0 ,0 是 不 稳定 的 , 且 除 S MEJA D 


内 充分 靠近 P。 点 出 发 的 解 都 远离 Po. 
证 明 L= E+(etd)I, I5 R <1 Ef 


= [laeS (e+d)(y+d+a)] = dell (4s - x). 
484 E50 时 ,L =0. 因 此 ,由 LaSalle 不 变性 原理 及 极限 方程 理论 知 ,P。 点 


全 局 渐 近 稳定 , 若 Ru >1, 则 除 EE=1=0 外 , 当 S AEA EL’ >0 dti 
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E =I=0 外 ,从 DD 内 充分 洁 近 P。 点 出 发 的 解 都 远离 Po ,在 EE=I=0 上 ,由 方 
EG.3.9518 = 和 -4 ,因此 有 limS(i) =Â I 
定义 3,3,7 XE (3.3.5 VE D 内 是 一 致 持续 的 , 若 存在 常数 c >0 ,使 
得 对 满足 初始 条 件 (s (0), EC), 100) ED AEA CS (0) ,E(t),I(t)) 都 有 
min lim infS(¢), lim infE Ct), lim inf (21 Z c. 
对 系统 (3,3,5) ,可 证 明 下 列 性 质 ， 
性 质 3,3,1 系统 (3,3, 习 一 致 持续 的 充分 必要 条 件 为 Ro >l. 
证 明 类 似 于 文献 [20] 的 性 质 3,3, 这 里 略 去 其 证 明 ， 
4R, >1 时 ,性 质 3,3,1 及 DD 的 有 界 性 隐 含 系统 (3,3, 驴 存在 一 个 紧 的 吸 
引 集 KCD. 
下 面 我 们 利用 定理 3,3,5 来 证 明 系 统 (3,3,5) 惟 一 正平 衡 点 P 的 全 局 稳 
JE3E3,3.9m BR >1, 则 系统 (3.3.5) 惟 一 正平 衡 点 PP, 在 是 全 局 渐 
证 明 首先 验证 系统 (3,3, 习 是 一 个 竞争 系统 ,系统 (3,3, 5) 的 Jacobian B 
阵 为 


—d-al 0 -45 
J= AI — (st d) AS 
0 € —(y+a+d) 


取 H=diag( 一 1,1,1), 易 验证 HJH MAEM AR OH EE MAR (3.3.5) E 
和 争 系统 ,由 定理 3,3,1 知 7712 (3.3, 5) HE Poincare Bendizson 性 质 , 故 定理 3. 
3,5 的 条 件 DM DRE , 沿 系统 (3.3, 久 任 一 周期 解 的 二 阶 复合 系 统 为 
X' =~ Qd + M * e)X + ASY + ASZ, 
DRE (3.3.6) 
Z =MY-Qdt+etytadZ. 
下 面 证 明 系 统 (3.3.6) 是 新近 稳定 的 . 
考虑 Liapunov 函数 
V(X, Y,ZiS,E,I) = supj| X xe YUIZIN. 68.3.7) 
由 一 致 持续 性 知 ,周期 解 p(t) = (S(t) ,E(t),I(t)) 与 边界 9D 有 一 确定 的 距 
离 , 故 一 定 存在 一 个 常数 o >0 使 得 
V(X, Y,Z3S,E,1) > eysuptlZ1,1 ¥1,1Z 11. (3.3.8) 
对 全 部 (X,Y,Z)ER3 及 (S ,E ,I) EP(t) ,计算 V 的 右 导 数 ,注意 到 
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D IXOS- Qd +A +e) X)| +AS YG)! + 12601) 


- Qa sare xcoreSBE yl HIZO (3.3.9 
及 
Dl Y(t) Kel X(t) I- 2d + al t+ y ca) Y(t) |, 
D, I ZIKA I ¥(e) I- Qd te + +a) 1 Zt) I, 
有 


D. Ža YG) I+! Z(2) 1) 


= (B-F)FO YO i 2) D+ ËD, 0 YO ZWD 


xS UX) 1+ (E -于 -2d -y-a) FU Y(2) I4+1 Z(a) i. 
(3.3.10) 
(3.3, 9) (3.3.10) 8] (8 
D, V(t) S maxlgn G) gib VG), (3.3.11) 
这 里 
gilt) =-2d -A -e+ AS, (3.3.12) 
ate) E eaa cy ca E, (3.3.13) 
TEXKEE(S 3, 5) BUSCA 
SLE era Dertdea. (3.3.14) 


£(3.3.12) — (3.3.1458 


maxlgy C) us (Od <E - a 
因此 
[maxtgi (0), gaolde SloeE() | -ed =- od. 
由 上 式 及 (3,3,11) 可 得 ,lim V(t)=0, 故 由 (3,3,8) 可 知 , A toot (X C0), 
Y(t) ,Z(t))>0, 即 二 阶 复合 系统 (3,3,6) 是 渐 近 稳定 的 ,这 样 就 验证 了 定理 
3.3,5 的 条 件 3) 满 足 ， 
设 J(P" ) 是 系统 (3,3,5) 在 P” 的 Jacobian 和 矩阵 , 则 
-al -d 0 - as‘ 
det(J(P*)) = Ap -e-d AS" 
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=~ (Cl +d)(le+d)(Y+a+d)+ aS" d. 
BTP'-(G',E',U ) 是 平衡 点 , 故 有 x8 =(etd)( Yt at d). A 
th de T (P^ )) 2 — X' Cet d)( y^ e+d)<0, 这 样 就 验证 了 定理 3,3,5 的 全 
部 条 件 被 满足 KP ED 全 局 渐 近 稳定 ， 
具有 指数 出 生 的 SEIR 模 型 
我 们 考虑 具有 指数 出 生 和 疾病 的 发 生 率 是 标准 的 SEIR 传染 病 模型 ,其 杠 


WAN | -AR 
+ + y n 
ds dE (d+ a)i dR 
相应 的 微分 方程 为 
S = bN - dS ~ MSIN, 
E' = ASIN- (e + d)FE, 
ye (3.3.15) 
R= yl - dR. 
BADNG)-SQG)FE(QO +1) + RCt) 满 足 方程 
N = (6-d)N-al. (3.3.16) 
作 归 一 化 变换 
S E I R 
S-N' ESN P= TaN 
则 方程 (3.3,1 号 变 为 
s = b — bs — Ais + ais, 
e = dis — (e + b)e + aie, (3.3.17) 


i see —(ytatbjitai’, 

r= yi- br * oir. 

因为 s+e+i+r=1, 故 只 须 考 虑 (3.3.17) 的 前 三 个 方程 

s = b — bs — dis + ais, 

e = Ais — (e + b)e + aie, (3.3.18) 

i -cge-(Ytactb)i t ai). 

FA (3.3.18) 的 可 行 域 
D-iG,ei)iecRi0xstetixll. 

容易 验证 D 是 系统 (3.3.18) 的 一 个 正 向 不 变 集 ,系统 (3,3, 18) 的 修正 再 生 数 为 


ÀE 
6 = Wte yta tb) 
方程 (3,3,18) 总 存在 无 病 平衡 点 Pu(1,0,0), 且 当 821 时 ,有 惟一 的 正平 衡 点 
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P's e d ), 而 且 有 下 面 的 定理 , 详 见 文献 [20]， 
5E 38 3.3.10) 24 6&1 时 ,系统 (3,3,18) 的 无 病 平衡 点 po (1,0 0) 6:78 
渐 近 稳定 ; 当 6>1 时 ,该 平衡 点 是 不 稳定 的 ， 
当 8>1 时 ,文献 [ 20] 利用 定理 3,3,5 也 证 明了 下 面 的 定理 ， 
533,3. 1 24 8>1 时 ,系统 (3,3,18) 有 惟一 的 地 方 病 平衡 点 
p(s’ e i) BBAED 内 全 局 渐 近 稳定 ， 
其 证 明 思 路 是 :四 当 86>1 时 ,系统 (3,3, 18) 是 一 致 持续 的 ,从 而 定理 3,3,5 
的 条 件 四 被 满足 Ovi WA (3.3. 18) 是 竞争 系统 , 故 具有 Poincare-Bendixson 
性 质 , 因 而 定理 3.3.5 的 条 件 驴 满 足 ;@ 证 明 系 统 (3,3,15) 的 任 一 周期 解 对 应 
的 二 阶 复合 系统 是 渐 近 稳定 的 ;@ 验 证 det(J (P" ))«0. 
文献 [ 21 ] 还 考虑 了 具有 非 线 性 疾病 发 生 率 的 SEIR 模 型 ,其 方程 为 
S 2- APS! + yp pS, 
E' = APS - (e + JE, 
I -cE-(Y*40, 
R -y-guR, 
这 里 p,q 是 正常 数 , 其 它 参数 与 模型 (3,3,3) 类 似 ,方程 (3,3,19) 的 基本 再 生 数 
ARCET , 仍 用 定理 3.3.5 TEN, 4O<p<i,R, >1 时 ,地 方 


病 平 衡 点 P' 在 不 变 集 D=1(S,E,I) ER OSS +E +I<S1 NSS ME 
具有 饱和 接触 率 的 SEIR 模 型 
下 面 考虑 文献 [ 22] 给 出 的 具有 饱和 接触 率 的 SEIR 模型 ,其 结构 为 


(3.3.19) 


ENR e S 
As N.pgj*t[;] ™ re 
Y Y Y i 
AS PE RETI aR 
i 是 * 22 .9N -on 是 
这 里 B 是 每 次 接触 传染 的 概率 CCN) DONNGAATEN FUN) ERE 
率 ,其 微分 方程 为 
dS _ pb 
de 7 EK -gN eS 
dE _ fb 
de 7 FON)! ~ E ~ E. 
dl (3.3.20) 
dec SEC Yol- wl - asl, 
dR 


de Yu wR. 
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总 人 口 N(t)=S(t)+E(t)+R(t) 满 足 方程 


pk -yN - aol. (3.3.21) 


4 pdt ada Hh d t 仍 用 tt RRA UAHA (3.3.20) E (3.3.21) S F EA 
方程 组 等 价 


dE _a(N-E-I-R)I 


de ~~ FN -0 +e)E, 
a =eE~(l+yta)i, 
(3.3.22) 
dR 
=y -R 
dt 
aN -K-N-al 


X a= Bblp.e =el, Y 7 Yol p.a m asp. 
方程 组 (3,3,22) 的 可 行 域 为 
D-WKE,LR,N)C RIIOSE+I+RENSEKI. 
BED 是 方程 组 (3.3.22) 的 正 向 不 变 集 .(3.3.22) 的 基本 再 生 数 为 


aKe 


Ro = AK) 


这 里 86=1+Y+a,w=1+e. 
正平 衡 点 的 存在 惟一 性 
念 方程 组 (3,3,22) 的 右 端 为 0 得 方程 组 
a(N-E-1- R) =(1+e)Ef(N), 


E =(1+y+a)f, 
él ( Yta) (3.3.23) 
y -R, 


K-N - al. 
从 (3.3.23) 的 第 二 个 方程 解 出 已 = LET Sy ,并 代入 第 一 个 方程 得 


a(N-E-1- gyro GG EY ty (3.3.24) 


MOT (3.3.24) 可 得 1-0 或 者 
ae(N-E-I-R) = duf(N). (3.3.25) 
当 I=0 时 , 易 得 无 病 平衡 点 Pu(0,0.0 , 氏 ), 当 I 天 0 时 ,我 们 研究 方程 组 
a(N-E-1- R) = dwf(N), 
cE = òl, 
y - R, (3.3.26) 
K-N - al. 
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从 (3.3.26) 后 面 的 三 个 方程 可 得 
E-S(k-N) 1-2 lk -N, R=Ž(K-N) 
ac a 


a 

把 上 面 三 个 方程 代入 (3,3,26) 的 第 一 个 方程 可 得 

al dwN — (dw — ac) K] = adwf(N). (3.3.27) 
注意 到 FUN) 21 bN - V 1125N 3.3.27) BH 

F(N) & (a — ab) d0N — [alw — ac) K + aXv] — adw / 1 + 26N = 0. 
(3.3.28) 
下 面 我 们 证 明 当 Ro >1 时 ,F (ND)=0 在 (0,K) 内 有 惟一 正 根 N* 

因为 


R= aKe _ ake 
° fK)  Qeyea) eee OK + T+ 26K) 
ake _ a 
“SgebK ~ ab" 


MR, >1 隐 含 a- 出 >0, 又 因为 

F(0) =- [aio + a(dw -os)K] -aoo < 0, 

F(K) = aKe ~ adwf(K) = adwf(K)(Ry — 1) > 0. 
MAE (3.3.28) 在 (0,K) 内 至 少 有 一 个 正 根 N" ,注意 到 


dF(N) _ [a - ab - E] 
aN 5 wa 0 = aan | 


BEN Beeb uhi SFO <0, BN > gO a=) a SEN) S qs 
SFO) <0, 可 知 F(N)=0 在 (0,K) 内 至 多 有 一 正 根 N* ,从 而 可 得 惟一 地 方 
APEA P (EIRIN Em 
E= è -N*), 0 = L(k-NUQeC - Iu -N'). 

平衡 点 的 全 局 稳定 性 

58 3.3.1277 当 民 所 1 时 ,方程 (3,3,22) 的 无 病 平衡 点 P, (0,0,0, K) 
全 局 渐 近 稳定 ; 当 Re >1 时 ,Po (0,0,0,K ) 不 稳定 ， 

证 明 7712 (3.3.22) 1€ Po 点 处 的 Jacobien 矩 阵 为 


© AK) 0 0 
JKBo-s|e -ò 0 0 
0 Y -1 0 
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BA | (Py ) 的 第 三 和 第 四 列 只 有 一 个 非 零 对 角 元 素 — 1, RA BE 


ak 
Ju | ° itt] 
€ -6 
特征 根 是 否 全 部 具有 负 实 部 ,事实 上 ,trJ =(- wt 8 <0, detJi = swfl 一 
Ry), R <1 时 ,dedJ 20; R, >1 AY deJa <0. 4 Ry <1, p, 点 局 部 
ADERE , 当 Re >1 时 ,P。 不 稳定 ， 
下 面 证 明 全 局 渐 近 稳定 性 ， 
构造 Liapunov 函数 V(E ,I,R.N) 


V(E,I,R,N) = cE +(e +1)E +R + FN - Ky, 


这 里 
by = RE 
2 KK). 
Wak +7) ~ Hak yu Ro). 


当 RSI, cO. 


av _a@e(N-E-I-R)I 
dt | 32 FOND 


= [oN | - 
- [65 Gu + ye + acK JI 
-cR - c(N — KY — «NI. 


— dul + cl - cR - c(N - KY - aX (N - K) 


ac(E +1+ ROI 
FUN) 


N K 
EE TES N 的 单调 不 减 函数 Bory en ,从 而 
dV a(E+1+R)I 


<q —R,)I- —cR-c(N- KY - «NI <0. 


de lasm ^ 2 AN) 
注意 到 , 当 Re <1 时 


[enRAeDp| 至 -o|- {7 = 0l. 


当 Re = 工时 


(E.LR,N) € oi sv = ol = 1(0,1,R,N) € DI. 
放 由 LaSalle 不 变性 原理 及 极限 方程 理论 知 , 当 Ru<c1 时 ,Po 是 全 局 渐 近 稳定 
的 ,这 样 就 完成 了 定理 的 证 明 , 

容易 证 明 , 当 R >1 时 ,系统 (3,3.2 惟 一 的 地 方 病 平 衡 点 P* 是 局 部 渐 近 
稳定 的 ,文献 [ 22] 利用 定理 3.3.5 还 证 明了 当 a=0,Rs DIN MEERA 
P 的 全 局 渐 近 稳定 性 ,因为 当 a=0 时 ,由 (3.3.2 的 第 四 个 方程 可 得 NC) 
开 , 故 (3.3,22) 的 极限 方程 为 
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dE a(K-E-I-RM (lieE, 


dr KK 
$= E+ (3.3.29) 
2- YL-R. 
{eR x CK -E-I—-R,y -E,z - I JUZI 8 (3.3.29 EA 
dx K- ZZ 
dt fao v 
= 4B lto (3.3.30) 
dz 


de gy - (1 y)z. 
方程 (3,3,30) 是 一 个 三 维 竞争 系统 ,由 定理 3,3,5 及 用 类 似 于 定理 3.3.9 的 方 


法 不 难 证 明 ,方程 (3,3, 30) 相应 的 正平 衡 点 的 全 局 稳定 性 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 
文献 [ 22] , 


3.3.3 考虑 常数 移民 的 SEIS 模 型 的 全 局 渐 近 稳定 性 


这 一 节 我 们 主要 研究 一 类 不 含 移出 者 类 R 且 具 有 常数 移民 的 SEIS 模型 ， 
这 类 模型 地 方 病 平衡 点 的 全 局 渐 近 稳定 性 可 用 定理 3,3,7 得 到 完满 的 解决 ， 
考虑 传染 病 模型 
4. Cs] -— [z]- [1 ALS 
Y Y + 
ds dE (dta) 
这 里 A 是 常数 移民 率 ,其 微分 方程 为 
E = À -AIS - d$ * yi, 


E - AIS - (d * e)E, (3.3.31) 
FI —sE-(de& ya). 
总 人 口 N(t)=S(t)+E(t)+I(t) 满 足 方程 
N’ - A - dN - al. (3.3.32) 
755 (3.3.31) 的 正 向 不 变 集 为 
D= [CENE € Ri 


fH (3.3.3D HAE BEES 


s+E+I< 人 |. 


Aa 
Ro = Tae Fy Fa) 
方程 (3,3.31) 总 存在 无 病 平 衡 点 P,($,0,0)EaD.¥ Ry >1 时 ,也 存在 
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惟一 的 地 方 病 平衡 点 P" (S* ES ,I" ), 其 中 


s "Gr ty ta) g ~A=dS" y. Ld tay. 


àS- y’ € 

当 RSM ,用 类 似 于 定理 3,3, 8 的 方法 不 难 证 明 无 病 平衡 点 P。 是 全 局 
渐 近 稳定 的 , 且 当 R >1 时 ,P。 是 不 稳定 的 ,下 面 主要 考虑 当 R >1 时 ,惟一 地 
方 病 平衡 点 的 全 局 渐 近 稳定 性 ， 

定理 3,3,1353 34 R >1 时 ,方程 (3,3,31 ) 惟 一 地 方 病 平衡 点 P* E D 
是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 

证 明 首先 利用 后 面 的 引 理 3.7.3, 易 证 系统 (3,3,31 ) 的 一 致 持续 性 等 价 
于 平衡 点 P, 的 不 稳定 性 , 故 当 R >1 时 ,系统 (3.3,31) 是 一 致 持续 的 ,因此 ,在 
D 内 存在 一 个 紧 吸引 子 集 K, 故 定理 3,3,7 的 假设 (H CK ) 成 立 , 下 面 验证 


9<0 ,为 此 , 求 系统 (3.3.3 了 的 Jacobian 短 阵 了 = Df 
| Al-d 0 er | 


J= M -d-e as 
0 € -d-y-a 
AERE] 的 第 二 加 性 复合 矩阵 为 
—-M-e-2d AS AS-Yy 
m=] E -àl -y-a-2d 0 | 
0 A -e-y-a-2d 


AR ple) 7 CS, E D m dig ( 1, T E) 由 


PP = dedo. E - TR - T) 
AE B-P,P^! +P? P- Mm 
B- [5 Bu] 


Ba Bal 
其 中 
ASI cE Q1 
By =-al—e -24,B, = [Fas - o £ |.Ba = [F.0] . 
E 1 
- E L ap-y-a-2d 0 
z= oop . 
n ED -e-yoa-id 


3 
4 (u, v, o RE worl) 中 的 向 量 GK || 定义 为 
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luo, wl = maxi ui, belt wll. 
相应 于 范 数目 * |] 的 Lozinskil 测度 是 kA(B), 利 用 文献 [13] 的 估 值 方法 得 
Ap(B) < supig gz} 
其 中 
gi = p(Bu) +1 By l,g =1 Ba I+ jn (Bz). 
Bol 和 | Bz | 是 相应 于 1， 向量 范 数 的 矩阵 范 数 , s 是 相应 于 1, 范 数 的 
Lozinskil 测度 ,因此 
cE 
I 
| By 1 = max ASI Las- yU . 
由 方程 (3,3,31 ) 的 第 一 个 方程 得 


S(t) = A- dS - (AS - rl. (3.3.33) 
由 (3,3,33) 容 易 证 明 存 在 v^ nu Bt AAS —y>0, EX E FASOS, 


由 (3.3.33) 得 SSA - 42A -$Ë T R >18 A - 9, ES (SA 


(Bu) =- Al - e-2d, | By l= 


-2>0 ,这 意味 着 从 D 出 发 的 每 一 个 解 一 定 在 有 限时 间 内 过 冯 = y 线 ,并 最 


终 停留 在 B= 7 之 上 KS SUSZ FE. Bik 


ASI 
| By i= 3. 


下 面 计算 » (By ) ,把 B, 的 每 一 列 的 非 对 角 和 矩阵 取 绝 对 值 ,然后 加 到 相应 列 的 
对 角 元 素 上 得 


E r 
» Ep e 2d 0 
22 — c^ 2 
AI E-E -e-y-a-2d 
取 Bz 的 两 个 对 角 元 素 的 最 大 值 即 得 K Bay) 0 
#{ By) = max E K oy gma -K -e-y-a-2d 
E r 
ally on a a co 
因此 , 当 t>t* 时 
=- -e -2d + ASE, (3.3.34) 


EpcÓ-Tp-*Y-a-2d 7p. (3.3.35) 
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由 方程 (3.3,3L) 得 
E, (3.3.36) 
把 方程 (3,3， RAG. 3,34) 和 (3,3,35) 并 利用 p(B )<suplg,, e218 
a) « E. - a, Hrt’, 
从 而 


E(t) _ 


1f MEI 1 
Lf sanas < HN (BAS + Tlog goes c dto 


即 有 
: cod 
q= limsup sup 7 i A(B)dS <- 5 <0. 


因此 定理 3,3,7 的 全 部 条 件 满足 , 故 结论 成 立 ， 
值得 提 及 的 是 ,文献 [ 24] 把 模型 (3,3,3 了 推广 到 一 般 模型 ,其 框图 为 
pK ENSIN, rg E, Ws 


S 
+ 4 Y 
rS pF (etal 


其 中 对 接触 率 C(N ) 的 假设 为 ; 
D CON ) 是 关于 NÆ 的 非 负 非 减 连 续 可 微 函 数 ， (3.3.37) 
2) COD ger s >0 tedio eR (3.3.38) 


上 述 模 型 是 一 个 非常 广泛 的 SEIS 传染 病 模 型 ,该 模型 的 基本 再 生 数 为 
R = eCCK) . 
^. Cetat ie +e) 

文献 [ 24 ] 来 用 类 似 于 模型 (3,3,31) 的 研究 方法 得 到 ， 

当 Ru<1 时 ,惟一 的 无 病 平衡 点 是 全 局 渐 近 稳定 的 ; 当 R, >1 时 ,无 病 平衡 
点 不 稳定 ,存在 惟一 的 地 方 病 平衡 点 且 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 

用 定理 3.3.7 还 可 以 处 理 没有 因 病 死亡 且 疾病 的 发 生 率 是 双 线性 的 SEIRS 
模型 的 各 类 平衡 点 的 全 局 稳定 性 ,以 及 无 因 病 死亡 但 有 垂直 传染 和 连续 预防 楼 
种 的 SEIR 模型 的 全 局 稳定 性 , 详 见 文献 [ 17,19] . 


了 
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对 疾病 的 流行 ,我 们 通常 要 采取 控制 措施 ,最 直接 的 控制 措施 是 对 易 感 人 群 
进行 预防 接种 或 对 染病 人 群 进行 隔离 ,以 减少 疾病 的 发 生 率 ,对 易 感 人 群 进行 预 
防 接种 我 们 将 在 后 面 介绍 ,这 一 节 ,我 们 主要 介绍 对 染病 者 进行 隔离 的 传染 病 模 
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型 及 隔离 对 疾病 传播 的 影响 ， 
3.4.1 具有 隔离 项 的 SIQS 传 染病 模型 的 全 局 稳定 性 


当 我 们 不 采取 隔离 措施 时 ,疾病 的 流行 按 SIS 模型 规律 进行 , 即 不 考虑 移出 
者 类 民 , 若 对 染病 者 采取 隔离 措施 , 即 引进 隔离 者 类 Q (quarantine), 则 原来 的 
SIS 模型 相应 变 为 SIQS 模型 , 设 总 人 口 为 Nt ,把 总 人 口 分 为 易 感 者 $ 类 , 染 
病 者 工 类 和 隔离 者 Q 关 , 即 N(t)=S+I+Q, 其 中 QQ 是 在 + 时 刻 染病 者 工 被 
隔离 的 数量 ， 

双 线 性 疾病 发 生 率 的 SIQS 模型 

考虑 具 常 数 移民 和 双 线 性 疾病 发 生 率 的 SIQS 模型 


A ST 


4 Cs] = [a 
+ 
ds {d+a)f (d+ a)Q 
— a LL 


ZEA d, BEEM, p, hs 和 rz 是非 负 常数 ,其 中 入 是 单位 时 间 内 因 出 生 和 
移民 而 进入 易 感 者 S 类 的 数量 ,简称 输入 率 cd 是 自然 死亡 率 系数 ;B 是 双 线性 
疾病 发 生 率 系数 ,8 是 隔离 率 系 数 , 是 因 病 死亡 率 系 数 ;,yY 和 。 分 别 是 从 染病 
者 工 关 和 隔离 者 Q 类 恢复 到 S 类 的 恢复 系数 ,相应 的 微分 方程 为 
S(t) = A - PSI - dS + YI * eQ, 
ME (3.4.1) 
Q(t) = dl - (dta e)Q. 
BADNGWIUBZUE N'()-2A-dN- It Q). ATTER, BAO 
aTa ,关于 N 的 微分 方程 隐 仿 了 方程 (3,4.,1) 从 R; HR BAR Fei SCR p] GE AA 


或 停留 在 R 的 子 集 D 内 ,其 中 

D = [SLO e Ru s+I+Q< 人 | 
因此 ,只 须 考虑 (3.4. 了 在 D. 内 解 的 情况 .D 对 系统 (3.4. 了 是 一 个 正 向 不 变 集 ， 
系统 (3.4 .了 总 存在 无 病 平衡 点 P = (4.0.0) ,用 R 代表 其 基本 再 生 数 


Ro = ayro +d Fa) 
R 实际 上 是 在 无 病 平衡 点 P, 处 ,有 效 接触 率 BR USE BBA ERAR 


PUE PAN te ae Ru» LE D 内 也 存在 惟一 
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的 正平 衡 点 (地方 病 平衡 点 )P" (S* ,I* ,Q* ), 其 中 


2A ql. AQ - A/S) . 1 9 
“aR! C eat e+ d+ Qe "r:d*a 


SG 


注意 到 
因此 , 当 Q0 时 ,在 地 方 病 平 衡 点 的 总 人 口 N" AJ. 
下 面 的 定理 是 刻画 (3.4, 卫 在 D 内 解 的 情况 ， 
定理 3.4,1251 对 方程 (3,4.1) Ë R。 志 1, 则 无 炳 平衡 点 Pu 在 D 内 全 局 
渐 近 稳定 ; 若 Re > 1, 则 无 病 平衡 点 P。 不 稳定 ,地 方 病 平衡 点 P ”在 
DD 一 1(S,I,Q)II=01 内 全 局 渐 近 稳定 ， 
证 明 通过 分 析 系 统 (3,4, 卫 无 病 平衡 点 P, 处 的 Jacobian tE ESA, Ry 
<1 ,P。 局 部 渐 近 稳定 ; 当 Ru >1 时 ,P。 不 稳定 ,为 证 明 当 Ro<1 时 ,Pu 的 全 
局 渐 近 稳定 性 ,构造 Liapunov 函数 了 = ,其 沿 系 统 (3,4. 的 导数 为 
V =[B-Cy+ 8+d +a) I<] BAM —(y* 8t d * aL «0. 
由 LaSalle 不 变性 原理 及 极限 方程 理论 知 ,Pu 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 
关于 地 方 病 平衡 点 P' 在 Re >1 的 局 部 渐 近 稳 定性 可 由 Routh-Hurwitz 7l 
别 法 给 出 ,为 了 证 明 当 Re >1 时 ,P" 的 全 局 稳定 性 ,首先 我 们 把 系统 (3.4, 卫 化 
为 下 面 的 等 价 系 统 
N'z-d(N-N')-a(1-I') -a(Q-Q'). 
I -[(8(N- N'2 - B(1- 1:120- (Q- Q')]E, (3.4.2) 
Q'-é(I-P)-(etatdYXQ-Q'). 
考虑 Liapunov 函数 
Vit) = (8 * e *2d + o -q- rw]. E200 NY 


a 


B 
+[T(N-N™)-(Q-Q°)P + 
BM V(t) 在 区 域 D - 1(G,1, 0) I=0 EEE EUR, V 的 导数 为 
d(e +2d +a) N- N`} 
a 


(c +2d Q-Q? 
人 


V 2-(8tet24 ta)1- I)! - 


- [65246 +d tay (e+ DQ -Q’y. 
因为 V REO iE Liapunoy 3850 P 4E D-{(S,1,Q) 1-0) ESR 
从 定理 3.,4, 工 可 以 看 出 ,引进 隔离 项 Q 并 没有 改变 在 无 病 平衡 点 Ps 和 地 
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方 病 平衡 点 P 的 阔 值 条 件 和 稳定 性 ,但 当 隔离 项 Q 引入 后 ,由 于 8>0 , 故 基本 
BES Ru 变 得 比 原来 的 SIS 模型 基本 再 生 数 R 要 小 ,这 样 RS 就 更 容易 
得 到 满足 , 故 系统 更 易 趋 向 于 无 病 平衡 点 Po. 

还 应 指出 , 由 基本 再 生 数 R 的 表达 式 可 见 , Y 增 大 将 使 Re 的 值 减 小 ,但 
R 的 值 却 与 AR ,这 一 事实 表明 ,为 抑制 疾病 的 流行 ,加强 对 未 隔离 者 的 治 
疗 比 对 隔离 者 的 治疗 更 为 重要 ， 

FMR Be BUG + 了) 的 SIQS 模 型 

现在 考虑 疾病 的 发 生 率 受 隔离 者 类 Q 调控 的 SIQS 传染 病 模型 ,这 里 传统 
的 标准 疾病 发 生 率 BIN 中 的 总 人 口 N 用 N -Q=S+I 人 代替, 其 动力 学 模型 
为 


I -(gSSe*D-(v*8*d*a)], (3.4.3) 
Q' = dl -(e+dta)Q. 
总 人 口 仍 满足 方程 N =A-dN- dI tQ) Akt ERMA REE NO AS 


d ARA G4 3) 的 可 行 域 为 站 = 1S LQER S++ Qc | .类 似 于 


3S (3.4. 1) 的 分 析 ,可 获得 系统 (3,4,3) 的 无 病 平衡 点 Po = (AM 0,0) REE 
再 生 数 


上 sr I -dS*Yyl *«Q, 


Ro eee d te 

SR >1 时 ,系统 (3.4,3) 在 D, 内 有 人 惟一 的 地 方 病 平衡 点 P* =(S* ,I*， 
Q) RE 

Spa = "d reece? ,0 

1-VR, "'"ctdta 

ER 3,4,2051. XJ IRE (3.4.3) E RSI MER D, 内 ,无 病 平衡 点 P。 
全 局 渐 近 稳定 SÉ R >1, 则 P。 是 不 稳定 的 ,疾病 一 致 持续 , 且 地 方 病 平 衡 点 
P' 局 部 渐 近 稳定 ,特别 地 , 当 Re >1, a-0 时 ,地 方 病 平衡 点 P 在 D, - 1(8, 
I,Q)ER:, II=0| 内 全 局 渐 近 稳定 ， 

证 明 对 无 病 平衡 点 Po ,通过 对 系统 (3,4,3) 的 线性 化 系统 易 知 , 当 R <1 
时 ,Po 局 部 渐 近 稳定 ; 当 Re >1 时 P, 不 稳定 , 当 Ru<1 时 ,通过 构造 Liapunov 
BR Y= 了 ,也 能 够 证 明 P. ED, 内 是 全 局 渐 近 稳定 的 ; 当 Re >1 时 ,利用 文献 
[33] 的 定理 4,5 易 得 疾病 一 致 持续 , 且 P* 的 局 部 渐 近 稳定 性 通过 Routh- 
Hurwitz 定 理 很 容易 证 明 , 下 面 主要 证 明 ; 当 R >1, a=0 时 ,地 方 病 平衡 点 P* 
全 局 渐 近 稳定 ， 


$3.4. a amar EE AT A BST RES EUR - 167 > 


事实 上 , 当 a=0 时 ,有 N =A-dN, 且 lim NC) 2A , 故 方 程 (3.4, 驴 的 


极限 方程 为 
ls [g(Ald - 1- Q)(Ald - Q) -(y +8 +d)]l, 
Q = - (d * &)Q. 

对 系统 (3.4.4) ,考虑 区 域 


(3.4.4) 


(,Q eR Qu^ 


BEP (3.4.4) 的 正 向 不 变 集 E P ARIT 上 有 平衡 点 (0.0), 当 Re 1 
时 ,该 平衡 点 是 鞍点 ,从 E 50 出 发 的 轨 线 趋向 于 (0 ,9 点 , 另 一 个 平衡 点 (I”， 


Q- ) EP 是 局 部 产 近 稳定 的 , 取 B= 了, 则 有 


RI - 1- QKAIa - QU - 7-8 -d] e gglà - (e + Ql] 

-- BKAld - Q) - (e + dMI «0. 

因此 ,在 区 域 P 内 无 周期 解 , 由 Poincere-Bendizson 定理 知 , 从 P — {(1, 
QJ1I=01 出 发 的 解 都 趋向 于 (I" Q) RA, Q* )€ P - (],Q0)IE 01 P 
全 局 渐 近 稳定 ,再 根据 极限 方程 理论 知 KAG. a, 3) 的 地 方 病 平衡 点 PE 
D 一 1(S,Q,I1)II=01 内 全 局 渐 近 稳定 ， 


3.4.2 具有 隔离 项 的 SIQR 模型 

双 线 性 疾病 发 生 率 的 SIQR 模 型 

假设 病人 恢复 后 具有 永久 免疫 ,染病 者 [ 和 隔离 者 Q 恢复 后 都 进入 移出 者 
类 民 , 其 中 民 是 移出 者 的 数量 ,总 人 口 N=S(t)+I(t)+ Q(t)+R(t) ,疾病 的 
RERE BGI ,对 易 感 者 S 具有 常数 移民 , 则 所 考虑 的 SIQR 传染 病 模型 框图 为 


3] pst 一 ar TR ] 
Y i Y 
d (d+ a)Q (d+a)Q dR 
其 中 yY 和 分别 为 从 I 类 和 QQ 类 移出 率 系数 , q 和 a 分 别 为 [类 和 QQ 类 的 因 
病死 亡 率 系数 ,8 是 隔离 率 系 数 ,SIQR 微 分 方程 模型 为 

S(t) = A - pSI- dS, 

UG) [gre 0td * a). 

Q'(1) 2 8] - (dt a; * €)Q, 

R(t) = YE 9 eQ - aR. 
总 人 口 N(t) 满 足 方程 


(3.4.5) 
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N=A-dN-al-aQ. 
故 方程 (3,4.5) 的 可 行 域 为 
D=((S,1,Q,R)€ RtIS+1+Q+RS<Ald}, 
HD £(3.4.5) BE BT ZERE, 
系统 (3,4,5) 总 有 无 病 平 衡 点 Pu lA ,0,0,0) ,基本 再 生 数 为 


R, = BCAld) 


| ¥+dt+dt+a, 
当 Ro >1 时 ,区 域 D 内 含有 惟一 的 地 方 病 平衡 点 P” = (S" 1" ,Q”,R” ) ,这 


. _ Ald . _ a(R -1) 
S =R” I TB 

.00 9408-1) = có R-i 
Q = Ble rd Fas)’ R = (+ gata, y t 


注意 到 
N’*=S*+1+Q "+R’ 
le +d) J= 


et+dta, 


= ala + [a +y+ B 
因此 , 当 Ro >1 AN" <AA. 

下 面 的 定理 刻画 了 系统 (3.4 ,号 的 全 局 稳定 性 ， 

EE 3.4.3051. 对 系统 (3.4,5) ER LUE BUE A P, 在 D 内 全 局 
WEGE S Re >1 时 ,无 病 平衡 点 P, 不 稳定 ,惟一 的 地 方 病 平衡 点 P" 在 
D 一 1(S ,1,Q,R)II=01 内 全 局 渐 近 稳定 ， 

证 明 无 病 平衡 点 P. 的 稳定 性 完全 类 羽 于 定理 3.4.1 的 证 明 ,这 里 不 再 
BR FREER SEY R >1 时 ,地 方 病 平衡 点 P* 的 全 局 渐 近 稳定 性 ， 

地 方 病 平衡 点 p^ 的 局 部 渐 近 稳定 性 可 通过 线性 化 系统 及 Hurwitz 判 别 法 
证 得 .为 证 全 局 稳定 性 ,由 于 方程 组 (3.4. 3) 的 前 两 个 方程 中 不 含 Q 与 R ,故我 
们 首先 考虑 (3,4 ,号 关于 SI 的 子 系统 ， 

取 Liapunov 函数 


S Bu — 1 ass . 
ves f E Già d fada, Vp gs ut ds Adu. 
s 1 


u 


显然 是 正定 函数 , 且 当 5> + oR I> + oh V> +o, R VERE 
3.4.5 的 导数 ,并 注意 到 y+ 8+d+ aq = B'S 
V = S'B(S - S' XA ~ PSI - dS)IS + BCBS" 1+ dS" - AKS- S^) 
=- ABS - S'YIS <0. 
注意 到 , V =0 可 导出 S= 8S" ,容易 看 出 , V =0 的 最 大 不 变 子 集 只 有 
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i(S* 2" )) H EB LaSalle FEE 3850 , (8^ CER 上 全 局 渐 近 稳定 ,从 
而 得 lim I(t) = P 
SHR. 4.5 的 第 三 个 方程 得 


Qu) = [2 +| 1(r)expl(e + d + az)(r - to) Ide | 


-expl-(et+d+a,)(t -ty)}. 
由 L' Hospital 法 则 得 


dip QC) = lim ae) at 0g. 


e+dt+a, etdta, 
类 似 地 ,可 得 im RG) =H =p 
从 上 面 分 析 可 得 ,地 方 病 平衡 点 P* (S* IU QO" R ) 是 全 局 吸引 的 ,结合 
P "的 局 部 稳定 性 可 知 P^ YE D — 1(8 dio LER HHDEE 
疾病 的 发 生 率 是 了 BIA(S+I+R) 的 SIQR 模 型 
上 面 给 出 的 疾病 发 生 率 是 双 线 性 的 SIQR 模型 ,下 面 研 究 疾 病 的 发 生 率 是 
BBIXS+I+ 民 ) 的 SIQR 模 型 ， 
S(t:)= A- RSIKS « I4 R) - dS, 
V(t) = [BSIS+I+ R2) (y *0*d * a))]l, 
Q(t) = OF - (etd + a))Q, 
R'(t) = YI + «Q — dR. 
模型 (3,4.6) 从 两 个 方面 推广 了 Feng 和 Thieme| 59] 的 模型 一 是 有 些 染病 者 个 
体 不 经 过 隔离 者 类 直接 进入 民 类 ;二 是 考虑 了 因 病 死亡 率 , 该 系统 的 可 行 区 域 


(3.4.6) 


仍 为 D= (5,1, Q,R)€ RLIS« Te Qe RAY ,是 是 一 个 正 向 不 变 集 ,无 病 平 
GAAP, (AA ,0,0,0) ,基本 再 生 数 为 
Ro=— £. 
y¥+d+d+a, 


当 Re >1 时 ,D 含有 惟一 地 方 病 平 衡 点 P” =(S” ,I”,Q" ,R" ), 这 里 
(Ald) (7 + d)(e +d £o) + &] 


5 = FdE Ry ro rdra) da]te 
r A(Ry - DCe +d + a) 
etd talRly+d+dt+a)—d—a,] +20" 


< SA(R, - D 
Q = ET ETSA + d+d4a,)—8-a] +e" 
_ (Ald)(Ry - Di vlc + d + a;) + e] 
“Cet dt alRi(yt+d+d+4+a,)—d—a,] +80’ 
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(Ald)Ro[(y+ d)(e +d+a)+6(e + d)] -dë 
Cetd+a)[Ro¥+d+dt+a,)—d—-a,] + ed" 

WT AF (3.4.6) ,文献 | 35] 证明; 若 Ro 专 1, 则 无 病 平衡 点 Po 在 D 内 是 全 
局 渐 近 稳定 的 ; 当 Re >1 时 ,Po 点 不 稳定 ,惟一 地 方 病 平衡 点 P' 通常 是 局 部 浙 
近 稳 定 的 ,但 是 , 当 R >1, 对 某 些 参数 值 Hof 分 支 现象 可 能 发 生 , 

该 节 给 出 了 具有 隔离 项 是 疾 病 的 发 生 率 是 双 线性 和 不 考虑 隔离 项 的 标准 传 
染病 模型 ,一 般 情况 下 其 定性 性 质 与 不 考虑 隔离 项 的 模型 没有 太 大 变化 ,但 从 基 
本 再 生 数 角度 讲 是 减弱 了 ,这样 更 有 利于 疾病 的 控制 ,但 对 带 隔 离 项 上 且 疾 病 的 发 
生 率 为 了 BLA(S+I+ 民 ) 的 SIQR 模 型 , 则 其 定性 性 质 与 其 它 模型 有 本 质 区 别 ， 
该 模型 可 能 出 现 Hopf 分 支 现象 ， 


N* = 


$3.5 性 传播 疾病 (STD) 模 型 


关于 疾病 在 多 个 易 感 群体 和 染病 群体 中 的 传播 模型 ,在 2,3,3 已 进行 了 介 
绍 ,这 一 节 , 我 们 主要 考虑 一 个 特殊 的 疾病 传播 模型 即 性 传播 疾病 (STD) 模 型 ， 
以 此 来 显示 这 类 模型 的 结构 和 一 般 的 研究 方法 ,特别 是 多- 单调 系统 方法 ,关于 
性 传播 疾病 模型 的 研究 已 有 许多 文献 | 29 一 33] ,我 们 这 里 主要 介绍 C, Castillo 
chavez, W . Huang 和 了 丁 ,Li 等 人 的 一 些 工作 ， 


3.5.1 STD 模 型 的 建立 


在 建立 通过 性 活动 传播 的 SES 传染 病 模 型 时 ,我 们 假设 性 活动 只 在 异性 之 
间 进 行 ,即将 进行 性 活动 的 群体 分 为 男性 和 女性 ,考虑 女性 可 能 在 几 个 不 同 的 国 
定 场所 ,所 以 把 女性 又 分 为 两 种 群体 ,这 样 实 质 上 把 进行 性 传播 的 人 群 分 为 三 
类 ,分 别 用 上 标 m 代表 男性 ,上 标 f 代表 f 群体 的 女性 ,上 标 代表 ce 群体 的 女 
性 , 且 同 一 群体 中 的 患 病 者 由 于 病原 体 菌 株 的 不 同 又 分 为 两 类 ,分 别 用 下 标 1 和 
2 表示 ,这样 用 S (k— mf ,e) 分 别 代表 易 感 者 男性 f 群体 易 感 者 女性 和 e 群 
体 的 易 感 者 女性 ,用 了 (k=m,f ci 71,2 6E BEER i 的 不 同 群体 中 的 染病 
者 ， 

根据 以 上 分 析 可 建立 下 面 的 SIS 传染 病 模型 , 


L = Af- B fst + St, 
I -HB-G + YER = my f,c, i = 1,2, 


(3.5.1) 
这 里 

Bem TOSE ag É) 

S. EET. 


$3.5 性 传播 疾病 (STD) 模 型 Um 


B, = IST OS Ft = fes 


2 
B = S B. = m,f,c. 
a 
约束 条 件 为 
PTT PT =A TOT! + Ke TT, 
EPA 是 进入 性 活动 人 群 的 易 感 者 的 输入 率 ;17 上 代表 在 上 美人 群 中 的 平均 
性 活动 时 间 ; y 是 染病 者 的 恢复 率 pa shy xr Ar BER BEAR 女性 f 
AA 

类 人 群 和 女性 RARER: FBT TART 的 函数 , 它 分 别 代表 各 群体 中 
每 个 个 体 在 单位 时 间 内 的 性 伙伴 数 ;B 是 传染 的 概率 ,约束 条 件 表示 在 单位 时 
间 内 女性 的 性 炙 伴 总 数 和 男性 的 性 伙伴 总 数 是 相等 的 ， 

方程 组 (3,5, 卫 框图 为 


由 方程 组 (3,5. 卫 知 


(3.5.2) 
注意 到 (3,5,2) 的 任 一 解 都 有 
dm = 2. 
因此 ,方程 组 (3,5,1) 的 极限 方程 为 
Ir =- or + (p" - uar ant), 
if -- at santo! BDO, (3.5.3) 


. 2 
E =- k +a - SE, 

这 里 
‘ 
B= AA" A al AT) of = oh + Hp = fo 
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av e PE PE ap ,or = E 

为 叙述 整齐 方便 ,我 们 引进 下 面 的 记号 
x = Moa. = Kya = Mo = Bam = BE,y = h, 
pi = Fb = Ps = PN = tM = NS 0, 
Y= N= Y = o, 


aT T a NE 
ap =“ a Dan = pay =, 
12 oT B rat si E o, 
mf mc fm om 
-ù ura _ a _ 
Ba = vos Ei Eu = gps = oe 
an = an = 45 = dx = 6x = By = Ba = Bs = Bu = By = 0. 


从 而 方程 组 (3,5,3) 可 写成 下 面 方程 
. 3 
r = rl- zt (pi x y) ayo A Xi Go»). 


. 3 
y = Zi- y + (o x; — x0 Bi) A Yr,y) ,i = 1,2,3. 


(3.5.4) 
注意 p; 是 i 群体 的 总 人 OM L—1,2,3 MAMAS BTI R OCR 上 的 方程 
性 态 , 其 中 Ow 

Q = (ry € Rol z; * y € bi = 1,2,31, 
XE x =(21,22,2,)ER ,y=(y ,93) ER. 
AE 是 方程 (3,5,4) 的 正 向 不 变 集 ， 


3.5.2 预备 知识 


为 了 研究 系统 (3,5,4) 的 平衡 点 的 全 局 稳定 性 ,需要 一 些 K 单调 系统 的 知 
识 和 有 关 结 论 ,下 面 加 以 介绍 ， 
定义 3,5,1 KK-Ix€R'I( D" z0,I&isni,m € 10,1}. Æ K 
上 定义 偏 序 ; 
x xy 4HR4xr-ye K; 
z >y SBR Sc -—ye Kc Fy; 


工交 xy , 当 且 仅 当 x - y EK, 


XE K 代表 区 的 内 部 ， 
定义 3.5.2 动力 系统 
x’ = f(x) (3.5.5) 


$3.5 性 传播 疾病 (STD) 模 型 e» 


WA K 单调 系统 A x, Sky ME p, (x, Shy, (y, ), 这 里 p, (x) p, (yo ) 分 
Bl XR (3.5, TE x, My, 的 轨 线 ， 

下 面 给 出 一 个 动力 系统 是 KK 单调 动力 系统 的 充 要 条 件 ， 

EH 35.199) Bixee (0), 0 mk JU SE (3.5.5) e 多 单调 
系统 的 充分 必要 条 件 为 存在 Pu。 = diag(( 1), CL 1m 7, C- 1) 9m € 
10,11 ,使 矩阵 P, DE (x )P, 有 非 负 的 非 对 角 线 元 素 ,其 中 Df (x ) 为 f(x ) 的 
Jacobian 矩阵， 

下 面 的 定理 在 证 明 动力 系统 正平 衡 点 的 全 局 稳定 性 时 非常 有 用 ,详细 见 文 
献 [34]， 

EH 3.5.20 RO (3 - lg GE) 120) E K SHRAG.5, 5 MES 
HAO (xz) 在 口上 是 紧 集 ,系统 (3,5, 下 有 正平 衡 点 卫 及 边界 平衡 点 EE N 
必 有 下 面 结论 之 一 成 立 ; 

G) 对 全 部 满足 E, SRE 的 x = (x .x,).x, 40.8 

Jim e Go -E 
(i) 对 全 部 满足 E SK >E 的 xz = (xx) A 
Jim eG) =E. 
*X-2(X,,X,.X;), Y 2 CY,, Y, Y). x, y) EN, WI EE (3.5.4) 8 
Jacobi anki [FE 25 
3(X( Ry), Y Ge y)) _ = [re Au] 
ary) AuG,y) AnG y)!" 
这 里 A (x,y 是 3X3 和 矩阵 , 且 Au (x ,7 和 Azs (x ,y 的 全 部 非 对 角 线 元 素 是 
FR, Ap (x.y 和 An (x,y) 的 全 部 非 对 角 线 元 素 是 非 正 , 故 取 P。= 


dieg(1.1,1,—1,-1, —1yar seeps p, SCE) VD) p, ng 
元 素 非 负 ,从 而 系统 (3.5.4) 是 一 个 K 单调 动力 系统 , 即 若 
(2*,5*) Sela, y S Sa, y xy, 
则 有 
(x(t) yGD ZG G),»G),:z0. 

这 里 (xz(t),y(t)) 是 满足 初始 条 件 (z (00 y (00) = (x y DEAR LC CO) ,y(t)) 
是 满足 初始 条 件 (x (0),y (0)) = Gc! y ) 的 解 ， 

系统 (3,5,4) 有 无 病 平衡 点 x =0,y =0 及 可 能 的 非 平 凡 平衡 点 ;边界 平衡 
AE, =D 50 X E, 2 (0, ), y>0 ,地方病 平衡 点 E=(x' uy" uox 
9,y 759. 

关于 无 病 平衡 点 的 稳定 性 及 非 平凡 平衡 点 的 存在 性 和 稳定 性 文献 32] 给 出 
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下 面 的 结论 ; 
定理 3.5.33] 系统 (3,5,4) 无 病 平 衡 点 全 局 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 为 
Pipranay + pisanan Sl, 
bifilluBn + Pi PsBobu S1. 

EMS 5.4) 系统 (3,5,4) 的 边界 平衡 点 E, (E, ) 存 在 的 充 要 条 件 为 
PiPranan + Py Psayzay > Mp pola + Pi PsBixBu > 1). 
进一步 E EE, (E ) 是 仅 有 的 一 个 边界 平衡 点 , 即 E, CE, EEE, CE, ) 不 存在 ， 

N E, (E, ) 是 全 局 渐 近 稳定 ， 
3.5.90 d E WE 都 存在 , 设 
Al = anan 7 Baa A = agas - Pus. 
WS A, A,2:0, A, + 4,40 HT, E, 和 EE, 有 相反 的 稳定 性 ,此 时 地 方 病 平 衡 点 不 
存在 , 当 边 界 平衡 点 局 部 稳定 时 , 必 全 局 稳定 ， 


3.5.3 地 方 病 平衡 点 的 存在 性 和 稳定 性 


定理 3,5.3—3.5.5 ABI T 2D 3 RE (3,5. 4) 的 基本 情况 ,本 段 主要 考虑 当 
入 入 <0 时 ,地 方 病 平 衡 点 的 存在 性 和 稳定 性 ,不 失 一 般 性 ,我 们 总 假设 A > 
9, & <0, 
关于 系统 (3,5,4) 地 方 病 平衡 点 的 存在 性 文献 [3 给 出 下 面 的 定理 
定理 3,5.689 系统 (3,5,4) 地 方 病 平衡 点 存在 且 惟 一 的 充 要 条 件 为 下 列 
条 件 之 一 成 立 ， 
(Hi) pip;h! —0° DO, pipah” -1>0,8 
Prk” + BuO" | pipah” — 0". Pih] tanb. 
Psh” + Ba Pipsh” ~1 p.h] taa 
(H) biph'-0'20,p,p,h" —120,H 
Pih] + Ba] 0 pipah’ — 0% 0 ph] + anb” 
pik" + By Pipsh” -1 Pah” tay ’ 


KPO = -Z,h =F anan + anas. 

使 用 (3,5,4) 在 正平 衡 点 E(x”,y" ) 处 的 线性 系统 可 证 明 下 面 的 定理 ， 

538 3,5,759) ACH ) 成 立时 ,地 方 病 平衡 点 EG y? ) 是 稳定 的 ; 当 
CH, ) 成 立时 ,地 方 病 平衡 点 不 稳定 ， 

系统 (3,5,4) 边 界 平衡 点 E, ME, MEME: 

定理 3.5.8131 系统 (3,5,4) 边界 平衡 点 E, 稳定 (或 不 稳定 ) 的 充 要 条 件 
为 


$3.5 性 传播 疾病 (SID) 模 型 +175 + 


bh] -À V pips" (sant 一 9 pb =) 
ph] (0 an ph Fay \ ph +O an ` pih’ + ay 
E, 稳定 (不 稳定 ) 充 要 条 件 为 
Pipih’ -0 o pubs Fi (eee 8" pipsh” z) 
Poh 60 By ~ pah t Bu bah +O" Ba 7 pak” + Ba | 
由 定理 3,5,6 一 3,5,8 可 得 下 面 的 推论 ， 
推论 3,5,1 系统 (3,5,4) 存 在 地 方 病 平衡 点 的 充 要 条 件 为 两 个 边界 平衡 
点 有 相同 的 稳定 性 , 且 地 方 病 平衡 点 的 稳定 性 与 边界 边 平衡 点 的 稳定 性 相反 ， 
为 了 证 明 地 方 病 平 衡 点 的 全 局 渐 近 稳定 性 ,我 们 首先 对 系统 (3,5,4) 的 解 进 
行 估计 , 即 下 面 的 引 理 ， 
5[3883,5,1091. 设 系 统 (3,5,4) 有 不 稳定 的 边界 平衡 点 E, = (x ,0) 或 EE,= 
(0,y),(x(t),y(t)) 是 (3,5,4) 满 足 x (0)>0,y(0)>0 的 解 , 则 一 定 存在 向 量 
VSR U 0) 4818 FRERE 


rum lim supz(?), lim iny(29 SV", 


或 
y > lim supy(£), lim infz (1) > U^. 

下 面 利用 引 理 3,5,1 及 定理 3,5,2 来 证 明 地 方 病 平衡 点 EE 的 全 局 渐 近 稳 

定理 3,5,931 若 系 统 (3,5,4) 的 边界 平衡 点 E, ME, 存在 且 都 不 稳定 ， 
即 地 方 病 平衡 点 EE 存在 且 是 局 部 渐 近 稳定 , 则 地 方 病 平衡 点 全 局 浙 近 稳定 , BT 
BE (x(t) ,y(t)) 是 (3,5,4) 满 足 xz (0)>0,y(0)>0 的 解 , (x (0),y (00 EO, 
DUE 

JimG (0 y (0) =E, 

证 明 假设 地 方 病 平衡 点 E(x y ) 是 局 部 渐 近 稳定 ,首先 ,考虑 系统 
(3.5.4) 满 足 0D<x(0)<z,0<y(0)<y MR (x(t), ¥(t)). BA x (0) 20, 
y(0) 20,H E ZEZE, , 故 存在 x, ,yo CR) (EIF O< xo x (D non: 
0 y, y (0) yoy” 成立, 从 而 可 得 

E, >x( 人 20) SKE Sxl 2009) TE, (3.5.6) 
及 
Gc yo) Sx (20), y (00) Sx Gro 2. (3.5.7) 
因为 地 方 病 平衡 点 E 是 惟一 的 ,由 定理 3,5,2 及 (3.5, 力 式 可 得 
limCx" Guy Ga) = E, lima, (t),y. (1)) =E, (3.5.8) 
KE (a (2), y GG Gs ye (zt)) 分 别 是 系统 (3,5.4) 满足 初始 条 件 
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G^ (00, yt (00 = (T, y) Cr, (0, y (0))=(zo,y) 的 解 , 由 于 (3.5. 和 是 单 
调 系统 ,因此 由 (3,5,77 和 (3,5,8) 可 得 
Lim(z(t),y(t)) = E. 

其 次 , 令 (z(0),y(0))EQ,x(0)>0,y(0)>0., 则 引 理 3.5.1 隐 含 点 (x y) 
EP=i(x,y) lOr, 0x ySy} 20,90 ,从 而 对 满足 初始 条 件 (x (0)， 
3(0))= Gc, 3) BRE CE (1) 5 (00) , 当 t-> oft KAF EL XBW E MIE 
稳定 的 ,所 以 存在 (x ,y ) 的 一 个 邻 域 ,使 得 从 该 邻 域 内 出 发 的 任何 解 都 收 伍 于 
E,Bl(x CO. y GE. 

现在 考虑 原 系统 (3.5,1) 的 全 局 稳定 性 ,我 们 仅 考虑 满足 初始 条 件 

S'() > 0,8 = m, f,c, (0700,10, 150) 20, i=1,2 (3.5.9) 
的 解 ， 

EH 35.108) 设 系统 (3.5.4) 的 地 方 病 平衡 点 E(x* y ) 存 在 且 局 部 
渐 近 稳定 AF AR(3.5.1) MCS (Ct) Pt) km f,c is, DHENA 
件 (3,5,9), 则 有 

limC (2), HG), nG)) = z^ dimuz (OG) 5G) = y 
及 
lim( S" G),8 G) SG) = S = (popop) z y. 
证 明 对 k=m,f ,ce, BRG. 5. DAG 
SG) +h) + BG) = TG) 
= Tye + phe), >0. (3.5.10) 
Ax = (xaz) = CT. HIE y = Ory = 07. K.G) S 
引 理 3.5,1 知 ,对 x(0)>0,7(0)>0,(xz(t),y(t)) 不 收敛 于 系统 (3,5,4) 的 边 
界 平衡 点 (0,0) E, RE, , 由 定理 3,5.9 知 ,系统 (3,5,1 的 极限 系统 (3,5.4) 在 
Rs 内 没有 含 平衡 点 的 闭 轨 线 , 故 由 | si] 中 的 推论 4,3 知 
(a), AG) NG) = ri) x^, t9, 
(BB KO) = yy, to, 
从 而 由 (3,5,10) 可 得 
CSCE), S GS) S, r9. 


$3.6 传染 病 模 型 的 持续 性 


对 一 些 复杂 的 传染 病 模型 ,如 疾病 的 发 生 率 为 C(N)SIAN ,或 非 自治 的 传 
染病 模型 ,我 们 只 关心 其 种 群 数量 ,染病 者 , 易 感 者 等 是 否 能 持续 生存 ,染病 者 的 


$3.6 传染 病 模型 的 持续 性 -17> 


绝 灭 与 持续 意味 着 疾病 的 消亡 与 流行 ,这些 都 涉及 到 研究 模型 的 持续 性 问题 , 关 
于 生态 模型 的 持续 性 已 有 许多 文献 ,但 对 传染 病 模型 的 持续 性 主要 是 H 
Thieme 的 一 些 工作 5 ,研究 传染 病 模 型 的 持续 性 ,主要 有 两 方面 的 工作 ,一 
方面 是 针对 自治 传染 病 模型 ,如 接触 率 为 N 的 函数 的 情形 即 CCN ), 另 一 方面 
是 非 自治 传染 病 模型 , 下面 我 们 分 别 考虑 这 两 种 模型 的 持续 性 ， 


3.6.1 疾病 的 发 生 率 为 C(N )SI/N 的 SIRS 模 型 的 持续 性 


持续 性 概念 及 有 关 结 论 
考虑 距离 空间 Xd 是 距离 , 设 XX 是 两 个 不 相交 子 集 X 和 X, 的 并 OR 
定义 在 Xi 上 的 连续 半 流 , 即 连续 映射 盏 :[0 ,oo) xX, >X, 具有 下 面 性 质 ， 
BB = Bs 0,520; dx)-zx,rC€X, 
REP, X SX )-P(.x)m x€X SIX TSA Y 的 距离 定义 为 
d(x,y) = iofd (x y). 
3X 3.6.1 HY, ZX, 的 子 集 ， 
Y, 称 为 对 X, SHORE 
limsupd (®, (x1), Y2) 20,Vx, € X,. 
Y, 称 为 对 X, 强 排斥 E 
liminfd (®, (x1), Y) >0, Yz, € X,. 
Y, 称 为 对 X, BRHF BEE e>0 ,使 得 
limsupd (4 (x1), Y2) >e, Yn EX. 
Y, 称 为 对 X, 一 致 强 排 斥 ETE e>0 ,使 得 
liminfd (9, (x1), Y2) > €, Vi € Xi. 
特别 地 ,Xi 是 X 中 的 开 集 X, BK 的 边界 MARE © 称 为 (一 致 ) 弱 
或 (一 致 ) 强 持续 Æ X 对 Xi 是 (一 致 ) 弱 或 (一 致 ) 强 排斥 的 ， 
下 面 给 出 有 关 弱 持续 和 强 持续 的 结论 ， 
5| 3,6,109]. KX EAM ANE RS. X =X, UX, REX, ZAR, 
© 2 MEX, bünEBCEgt AX, MX, 一 致 弱 排 斥 时 ,Xz MX, 一 定 是 
一 致 强 排斥 的 ， 
318 3,6,2] R DER PFIÉI— A8 FEIXIH Lg: (ty, 9) XD— R 是 有 界 
的 , 且 一 致 连续 ,x s(t), OD 是 方程 
x = g(t,x) 
定义 在 区 间 (tw ,sp) 上 的 一 个 解 , 则 有 


1) liminfg (t , £o )<0< limsupg (1, x» ), 
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2) liminfg(: x^ )<0<limsupg(¢ x7), 
其 中 xz” = lim supx(t), zo = limintz(r). 

定义 3,6,2 集合 MOX 称 为 与 另 一 个 集合 NC X, 键 连接 , 记 为 
M !>N , 若 存 在 y CX, yYEMUN ,使 得 在 X, 中 过 y 点 的 全 部 轨 线 的 otk E 
集 包 含 在 M 中 ,ww 极 限 集 包含 在 N T. 

定义 3.6.3 ABE M-ÜM, PARTAA UE M, OM, tm 
eM, HM, ,对 一 些 &E 11,… ,m1 ,否则 称 M 是 非 循环 覆盖 ， 

引 理 3,6,3%] 设 义 是 距离 空间 ,X,CX 是 连续 半 流 更 的 闭 正 向 不 变 子 


集 , 且 存在 a> 0 ,使 半 流 四 在 LIX:zEX,d(z,aX;) 扫 et 门 X 上 是 点 耗 散 的 ; 
进一步 假设 N 是 半 流下 在 3X, 上 的 最 大 闭 不 变 子 集 ,1N, ,ea (A 是 一 个 非 空 
指标 集 ) 是 N 的 一 个 非 循 环 覆盖 ,N,CoX, 是 一 些 孤 立 的 闭 不 变 集 的 并 ax, 
中 的 任 一 紧 子 集 至 多 包含 { N,1,ea 中 的 有 限 多 个 集合 , 则 半 流 四 一 致 连续 的 充 
分 必要 条 件 是 
W' (NO A lXiz € X,dGr,2X,) KIN X=, 

这 里 W'(N)-iy€ X.oG)0CN,I. 

疾病 的 发 生 率 为 CCN)SUN 的 SIRS 传染 病 模型 的 一 致 持续 性 

当 我 们 考虑 接触 率 C(N) 是 N 的 函数 时 , 则 具有 标准 疾病 发 生 率 的 SIRS 
模型 可 用 下 面 的 动力 学 方程 来 描述 


dS _ SI 

T CAN — 2S — COD & + oR, 

A - COO Gon ol, (3.6.1) 
dR 


d= YI—(pg+pR. 
总 人 口 N=S+I+ 民 ,满足 方程 

aN = (8 ~ p)N - al, (3.6.2) 
其 中 BA 分 别 是 出 生 率 和 死亡 率 系数 ,p 是 失去 免疫 率 系 数 , Y 是 恢复 率 系 数 ， 
a 是 因 病 死亡 率 系数 ,这 些 系数 全 部 都 是 正 数 ,另外 ,我 们 假设 B> AP, 即 考虑 当 
疾病 不 存在 时 ,种群 N 是 指数 增加 的 , CN ) 是 接触 率 ,我 们 假设 CON ) 满 足 条 
件 (3.3,37) 和 (3,3,38)， 

对 系统 (3.6, 卫 进行 归 一 化 变化 
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则 (3,6,1) 及 (3,6.,2) 变 为 


SE = g(1- 3) - [CN - alay + pe, 
9? = C(N)ry -O + a + Dy toy’, 
dz G.6.3) 
deo tpz + ayz, 
aN = (B= u- ay)N, 
其 中 
atyteet. (3.6.4) 


显然 D-iG, yz) ctytz-1,220, 220, 2220] ZEAE. 

下 面 的 定理 3,6.1 是 研究 特殊 情形 下 种 群 N 的 持续 性 ， 

ZE 3.6.1799. 设 C(0)=0,N(0)>0, WPR N 是 一 致 持续 的 , 即 存在 。 
>0 ,使 jiminfN(t)>>e， 

证 明 根据 引 理 3,6.,1, 我 们 只 须 证 明 集 合 X, = IN 90,2220, y20,2> 
0,x+y+z=11 对 集合 X,-iND0,:20,.y20,220, x yt z-1lE—8098 
排斥 的 ， 

考虑 N” < o ,注意 到 x ,y<<1, 对 方程 (3.6,3) 应 用 引 理 3.6.2 分 可 得 

OCN”) = (y+ Dy". 
把 y" f unis 


(3.6.5) 
由 (3,6,3) 的 第 四 个 方程 可 得 
因此 Sy" < 有 如 时 ,N 是 指数 增加 的 , 当 y" 沁 人 -时 ,结合 (3.6.5) 得 
cuv = Gom wy + ) xg. 
因为 C(0) =0, 且 CONE 0 处 连续 , 则 一 定 存在 a9, NS 600,8 EX 
不 能 成 立 ,定理 证 毕 二 
事实 上 ,从 定理 的 证 明 可 看 出 ,条件 CO) =0 ,可 放松 为 
co) < (9 - ,0 HE. 


HE 3.6.1 Hat B+ y« CCo), WS y (0) 20 时 ,疾病 一 致 弱 持续 生 
T , 即 存在 e>0 ,使 得 
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y= limsupy (2) ze. 
证 明 ( 反 证 ) 若 不 然 , 则 一 定 有 


Ee) 
y <min a " Yta Cleo ` 


BAE (3.6.3) 8 AES 


1 dN 
N dr 0, 


liminf 3; 
即 有 
limC(NGD) = Coo). 
X1 (3.6.3) P 2 的 方程 应 用 引 理 3.6.22) (8 
Ox yg" - (B+ pz” + ay". 
解 上 述 方程 得 


把 (3.6.4) 代 入 (3.6,3) 得 
v- -C(ON)(1-»-z)y-(Y tat f)y * ay. 
因此 


limin Z 2 ceo - y "(s zta) -otar 


从 上 式 可 看 出 , 当 


1 _Y+a+ 
< 147+ z(! ) 
Bte 

时 ,有 jiminf 159 20. Erin) = oo FATE , 故 结论 成 立 ， 

下 面 我 们 应 用 引 理 3.6.1 来 研究 方程 (3.6.3) 关 于 y 和 z 的 持续 性 ,注意 到 
引 理 3,6,1 需 要 紧 性 条 件 ,故我 们 现在 只 考虑 Coo) «C oo 的 情形 ， 

RS 3.6.29) YE at BE y CCo) o JUS ¥(0) >0 时 ,存在 。>0, 使 
下 式 成 立 


liminfy(e) me» 0, liminfz(:) Be >0. 
证 明 RX=1(N,z,y,z) OQNK%,2,9,220, xr +y+z=1}, Ai 
X 是 距离 空间 ,我 们 定义 


N 
son = {TEN 0« N « e, 
1, N=, 
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及 距离 
ECON: xi ys i) (Ns xs ys 232) 
=19(N) - eON 1+1 x - z: 1+1 yp y: +l m — 22 d. 

若 No< oo Ut d (Noo ,yo，,zo) 是 方程 (3,6., 引 在 t 时 刻 满足 初始 条 
件 N(0) = No, x (0) = xo,y(0) = yo, z (0) = zo 的 解 , 若 Ne = œ, JUI 
更 (oo,zro,y,zo)=(cozft),y(t),xtti)) 也 是 方程 (3.6,3) 的 解 , 此 时 ， 
CIN HR C(oe) 取 代 , 容 易 验 证 理 是 一 个 连续 半 流 , 且 距 离 空间 是 一 个 紧 空 间 ， 
EA, BYE 3.6.190,.X,=1(N, 2,0, 2) |ORNK,2,220,2+7=1} 
WX = ON x,y,z) ORNS 2,220, y>Oatyt z= le MR 
RREAN, m y, 2), X1) 7 y MA liminfy(s) 250.4 TEH z 的 一 致 持 
续 性 ,对 (3,6, 的 第 三 个 方程 应 用 引 理 3.6.2 由 得 
0S yy. — (B+ pz. 


Y ye 
PtP” oa 


定理 证 毕 ， 
3E38 3,6,357 设 gt B+ yz Coo) MWA 
limy(t) = limz(t) =0. 

证 明 ”由 方程 (3.6.3 的 第 二 个 方程 ,并 注意 到 x +y+z=1,x,y,zZ0 得 
C(N)x-(Y*ta*B)tay 
=(C(N) - ada - (y + B) - oz 
X[C(N) - a]. Y + B) - az 
<[C() - a].- (y + B) - az, 


(3.6.6) 


这 里 
0, r<o; 
r, r>0. 


因此 , 当 c + Be yz CCo) SE E eco MAT y CO RR 
limy(2) = y(eo) 存 在 .对 方程 (3.6.3) 的 第 三 个 方程 应 用 引 理 3,6,2 DE 


r= 


Y 
te Sgp p= 


若 y(%)>0 时 , 则 有 z >0. H (3.6.6) liming L0 «0, Bik y 2154 


减 , 这 与 y(oo) >0 778 , Sl y (09) 20. O9 778 (3.6. 3) 的 第 三 个 方程 应 用 
5[38 3.6.2 2) (8 
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«itr œ 
Saye 
而 imy(z) =0 , 故 必 有 T =0, 即 imz(1)= 0 .定理 证 毕 ， 


由 定理 3,6,3 及 方程 (3,6,3) 的 第 一 和 第 四 个 方程 可 知 


z^ 


lim 4 =B- p, limx(2) =1, 
即 
lim Linne) = B- pylimz(t) = 1. 
再 由 (3.6.3) 的 第 二 个 方程 可 得 


imig -= Clo) - (y +a +p), 


m 


即 


lim -Iny(2) = C() -(y + a + B). 


由 定理 3.6.2 和 定理 3.6.3 可 知 , 当 C(oo) 在 在 时 ,Re = COO) 成 为 疾病 y 


atty 
持续 生存 和 绝 灭 的 一 个 阔 值 参数 , 
疾病 的 发 生 率 是 强 非 线性 的 传染 病 模型 的 持续 性 
该 段 我 们 利用 引 理 3,6.3 给 出 强 非 线性 传染 病 动力 系统 一 致 持续 性 存在 等 
价 于 无 病 平 衡 点 的 不 稳定 性 这 一 结果 ,这 种 方法 ,我 们 在 3.3.3 段 中 研究 方程 
(3,3,30) 的 持续 性 已 经 用 过 ,下面 再 举 一 个 例子 ， 


考虑 含 潜伏 者 类 的 SEIRS 模 型 
dS LAPS epo pS + aR, 
GE SAPS = (e+ WE, 
(3.6.7) 
dE- (r+n)I, 
IR - n (8 4 wR. 
假设 
S+E+1+R=1, (3.6.8) 


且 全 部 参数 为 正 , 则 利用 (3,6.8) TET (3.6.0 L7 F UL ET HR ERE 
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E 2 ar c E-I-RY-( + WE, 
OE (rt pl, (3.6.9) 
IR — Hb (ae WR. 


9 
X, = I(E,1,R) | E 20,1 >0,R>0,E+R+I<1j, 

WX, Æ (3.6, 9) 的 正 向 不 变 子 集 , 在 X, 的 边界 3X, 上 总 存在 惟一 的 平衡 点 
P, (0,0,0) ,该 点 是 无 病 平衡 点 , 当 P6 (0,0,0) 不 稳定 时 ,Po (0,0,0 RAX, 上 
惟一 最 大 不 变 集 |N, lea 2 APUL Hh WHN ) 2 O6 ATS 3.6.3 的 全 部 条 
件 满足 ,由 引 理 3,6,3 知 ,系统 (3,6, 久 是 一 致 持续 的 ,反之 , 当 (3,6, 钨 是 一 致 持 
续 时 ,显然 ,平衡 点 Po (0,0,) 是 不 稳定 的 , 即 有 下 面 的 定理 

定理 3.6.41%1 模型 (3.6, 力 一 致 持续 的 充分 必要 条 件 是 无 病 平衡 点 
Po(0 ,0,0) 是 不 稳定 的 ， 

结合 文献 146] 给 出 的 局 部 稳定 性 分 析 ,我 们 可 得 下 面 的 推论 ， 

推论 3.6.1 模型 (3.6 .人力 一 致 持续 的 充分 必要 条 件 是 0<P<1 或 p =1， 
è>. 


3,6.2 dE BAIE RR S — ELEME 


关于 非 自治 传染 病 模型 的 研究 , 目前 所 见 工作 不 是 很 多 ,主要 是 H.R, 
Thieme X Junling. Ma 和 Zhien Ma E] —25 T fEU9-* ,前 者 主要 研究 传染 病 模型 
的 持续 ,后 者 则 研究 稳定 性 和 弱 持 续 性 , 且 其 主要 工作 已 在 §2.4 作 了 介绍 .下 
面 主要 介绍 前 者 的 工作 ， 

时 变 的 SIRS 传染 病 模型 的 一 臻 持续 性 

考虑 时 变 的 SIRS 传染 病 模型 


E = BG) - p(1)S - a(1)81 + E(OR, 
9 - «(COSE -p(T — YGCL, (3.6.10) 
aR = YG)I -A(R - E(G)R. 
总 人 口 N(t)=S+I+R 满足 方程 
AN - B() - ple) NG), (3.6.11) 


这 里 B(t) 是 人 口 的 出 生 率 ,p(t) 是 人 口 的 死亡 率 系 数 ， ot) 是 疾病 的 发 生 率 系 
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数 ,Y( 习 是 移出 率 系 数 , 放 t) 是 失去 免疫 率 系 数 , 由 方程 (3,6.1D 00, 5B (t), 
愉 习 已 知 时 ,N(t) 是 可 求 出 的 ,故我 们 可 把 方程 (3,6, 10) 化 为 下 面 的 等 价 方程 
组 


To 8008I - p(T- YO!, 
(3.6.12) 
an YG)I - Pb)R - EDR, 
其 中 
SQ) = NG) - I0) - RG). 
在 (3.6.1D PBR N, P, a y I ELEN, co) 上 任意 非 负 有 界 连续 函数 , 且 
inf&(t) >0, BAE (3.6.10) & (3.6.11) 7, 24 S (00220 H, F Os SCIO), 
I(t) RGOSN(), 020,38 
(aN)* 
we tye? 
7. = limint +f y(s)ds, B. = limit +f’ p(s)ds. 
ce o ae » 

3E38 3.6.59) HR <1 24 t> oo 时 疾病 绝 灭 , 即 对 方程 组 (3.6,12) 中 

每 一 个 解 都 有 


R'- (aN)" = limsup L| a(s)N(s)ds- 


lim (e) = 0, limR (2) =0. 
证 明 KHA S&N, A Rt <1, 则 对 ¥Y e>0 ,存在 r>0, 使 下 式 成 立 
Tfsciscoas - Te + p(s)]ds c- e, Weer. 
对 方程 组 (3,6 ,12) 的 第 一 个 方程 积分 得 


Fin HE - + ats)s()as 


-了 rod - Ef a(sdds, Ver > 0. (3.6.13) 


nA 

1, i) 

ru 10) < , viz 
Hi 

ISKIO", t>r. 
An co» ott, A lim F(z) = 0. BA (3.6.12) 的 第 二 个 方程 也 可 得 
fimR (2) =0. 

为 了 获得 方程 (3.,6, 12 的 弱 持 续 性 , 令 
(aN). 


R. = 


Syo (eN), = liminf 4 a( NG)ds, 
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y= limsup L| y(s)as, E^ = limsup LF elas. 
em tle em P tly 
定理 3.6.609 H R, 2 1,0 tok ,疾病 是 一 致 弱 持 续 生 存 , 即 存在 
220 ,使 得 方程 组 (3.6.12) 的 满足 初始 条 件 1(0) >0 的 全 部 解 I(t) ,都 有 
rs limsup! (1) >e. 
证 明 ( 反 证 ) 若 对 任意 220 ,存在 解 满足 limsupI (t) < &, 对 (3,6,12) 的 第 
二 个 方程 应 用 引 理 3,6,2 可 得 
w Yr 
R < sup; Hi 
由 上 式 也 可 得 
+R? 的 [T+ sap 2" 4a 
由 方程 N =S+I+R 及 方程 组 (3.6.12) 的 第 一 个 方程 可 得 
Stt 2 (XUNG) ~ e] - YG) - nC). 
因此 ,对 c1, UTE 


me 
t IO) 
> [Ef ON as -£ “ais)ds - Lf rods - Lacon]. 


ET 
Lis HH ze GN). -æa Y! a! oe. 
因为 民 . SLON), — Y — n >0, 故 对 充分 大 的 +, 一 定 存在 8( D0 使 得 下 


式 成 立 


即 
IG) > Ie, 
因此 有 limI (t) = oo ,这 与 ORATE. 
文献 39] 进 一 步 证 明 下 面 的 定理 ， 
5538 3,6,791. 设 N(t) 在 [0,%) 上 一 致 连续 ,再 设 


R. = De (aN). = lim int E 'e(y + NC + ddr, 
+Y nw Ple 


， 
r* = imsptf y+ dr un = lim sop Ef yC ar. 
pw t Jo 4.099 tjo 
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WSR, >1 时 ,疾病 一 致 强 持续 生存 , 即 存在 s>0 ,使 得 liminf (1) > e 
定理 3.6.7 证 明 比 较 复杂 , 详 见 文献 [39] 


§3.7 传染 病 模型 的 分 支 


前 面 几 节 介 绍 的 传染 病 模 型 性 态 都 比较 简单 ,疾病 的 发 生 率 大 多 是 双 线 性 
的 或 标准 的 ,地 方 病 平衡 点 最 多 只 有 一 个 ,但 对 一 些 复杂 的 流行 病 模型 ,如 疾病 
的 发 生 率 为 非 线 性 形式 隐 信 模型 ,具有 隔离 项 的 SIQR 模 型 ,具有 预防 接种 者 
类 和 的 SIS 模型 等 常会 出 现 分 支 现象 ,分支 是 流行 病 模型 中 又 一 种 现象 ， 

什么 是 分 支 呢 ? 若 一 个 系统 是 结构 不 稳 系 统 ,就 称 为 分 支 系统 ,就 平面 系统 
而 言 ,分 支 现 象 可 以 出 现在 一 个 奇 点 邻近 , 若 该 奇 点 相应 的 一 次 近似 系统 的 特征 
根 是 一 对 纯 虚 根 ,这 时 对 相应 的 奇 点 为 中 心 或 细 焦 点 ,系统 经 扰动 后 在 此 奇 点 的 
外 围 邻 近 可 能 会 出 现 极 限 环 ,这 就 是 Hopf 分 支 ; 若 该 奇 点 相应 的 一 次 近似 系统 
具有 零 特 征 根 ,此 时 相应 的 奇 点 为 高 阶 奇 点 ,系统 经 扰动 后 , 奇 点 可 能 分 裂 为 几 
个 , 且 伴随 着 极限 环 的 出 现 ,这 种 现象 中 研究 较 深入 的 一 个 称 为 Bogdanov- 
Takens 分 支 . 分 支 系 统 也 可 以 具有 鞍点 之 间 的 连接 轨 线 ,通常 有 同 宿 轨 线 和 异 
ERR ,相应 的 系统 就 出 现 同 宿 和 异 宿 分 支 ,还 有 一 种 分 支 通常 称 为 Poincaré 分 
支 , 即 系统 具有 一 系列 闭 轨 ,经 扰动 后 ,这 些 闭 轨 大 部 分 破裂 ,而 在 某 一 些 闭 轨 邻 
3E HIN IE ELLE e BAR TRE A SE. 

对 流行 病 模 型 而 言 ,最 常见 的 是 Hopf 分 支 ,这 一 节 ,我 们 主要 介绍 李 建 全 5 
所 做 的 传染 病 模型 的 后 向 分 支 和 王 稳 地 ( 宝 所 做 的 传染 病 模 型 中 一 种 新 的 分 支 
现象 , 即 Bogdanov-Takens 3} 3 . 


3.7.1 一 类 具有 预防 接种 的 SISV 传 染病 模型 后 向 分 支 


在 3,2,2 中 已 经 考虑 了 一 类 具有 预防 接种 的 SISV 传染 病 模型 ,在 该 模型 
中 ,假设 所 有 接种 疫苗 完全 有 效 ,但 在 实际 中 ,疫苗 的 有 效率 往往 达 不 到 百 分 之 
百 ,因此 在 带 有 接种 的 传染 病 模型 中 考虑 疫苗 的 有 效 性 很 有 必要 ,在 本 段 ,我 们 
将 考虑 模型 


S = LO - ON - po -[p + FODTS + a C eV, 
r-BGeag [yta + FINNIE, G.7.D 


V = rgN + ps - op © - Le + /(N)]V, 
其 中 参数 dOS 0 表示 疫苗 的 有 效 性 ,so 越 大 意味 着 疫苗 的 效果 越 差 , a=0 
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意味 着 在 预防 传染 方面 疫苗 完全 有 效 ,而 c= 工 意味 着 接种 完全 无 效 .其 余 参 数 
的 含义 与 系统 (3.2.33) 中 的 相同 ， 

为 了 讨论 的 方便 ,我 们 对 后 向 分 支 作 简单 介绍 , 

对 于 通常 所 见 的 传染 病 模 型 只 具有 一 个 阔 值 Re 21, 4 R S1 HEERA 
全 局 渐 近 稳定 的 无 病 平衡 点 , AR, >1 时 除 不 稳定 的 无 病 平衡 点 外 ,还 有 全 局 
渐 近 稳定 的 正平 衡 点 , 近 十 多 年 , 随 着 对 传染 病 模型 研究 的 不 断 深入 ,已 出 现 了 
一 些 具 有 后 向 分 支 的 传染 病 模 型 tw.67-%1 , 当 传染 病 模型 存在 后 向 分 支 时 , 通 
AFERE R =1 和 R, (R <D. 当 RR 之 1 时 模型 除 有 无 病 平衡 点 外 ,还 有 惟 
一 的 全 局 渐 近 稳定 的 地 方 病 平衡 点 ; 当 R. < Ru < 工时 模型 存在 两 个 地 方 病 平衡 
点 ,一 个 是 稳定 的 结 点 ,一 个 是 鞍点 ,这 时 疾病 的 发 展 趋势 依赖 于 模型 的 初始 值 ， 
在 一 定 初始 条 件 下 疾病 会 发 展 成 为 地 方 病 ,而 在 另外 初始 条 件 下 ,疾病 则 会 最 终 
消亡 ; 当 R。 R 时 模型 存在 的 惟一 地 方 病 平衡 点 是 鞍 结 点 ,疾病 的 发 展 趋势 与 
情形 R <R <1 相 类 似 : 当 Ru <R. 时 模型 仅 有 的 无 病 平衡 点 是 全 局 渐 近 稳定 
的 ,模型 (3.7. 卫 在 一 定 条 件 下 就 存在 后 向 分 支 , 

由 于 N =S+I+Y, 所 以 有 


N -NIr-fÍ(ND] - d. (3.7.2) 
Rr-Aprctgp Heap noy a THEA (S) ,染病 类 (I) 和 被 楼 种 
美 (V) 在 总 种 群 中 所 占 的 比例 ， 
通过 直接 计算 可 得 


a =r(l—y)-(B-a)zy—(ptr)xtrytez, 
y = yl Be + ay + Box - y ta € r)). 

z = rq + px — (e * r)z * (a — off yz, 
xrtytzz-zl 


(3.7.3) 


= Nir - f(N) ~ ay]. (3.7.4) 
由 于 oc=1 意味 着 接种 完全 无 效 , 即 所 有 被 接种 者 都 仍 是 易 感 者 ,于 是 当 o 
=1 时 , 记 S=S+VV, 则 (3,7,D 变 为 


8 = rA- DN- p3! /NS+Y, 


r= pel yea AN, 87.5) 
N-S«I 
模型 (3.7 S EUR 12] 中 已 做 完整 讨论 
当 o=0 时 ， 即 接种 完全 有 效 , 此 种 情形 在 3.2.2 段 中 已 做 讨论 
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将 =1-y 一 z 代入 到 (3,7,3) 中 的 第 二 个 方程 , 则 由 (3.7, 驴 中 的 第 二 个 
和 第 三 个 方程 得 
y - y[g-G atr) -Q-ay-Bü- co). 
z =rqą+p-py-lp+r+e)z+(a- of yz. 
因此 有 定理 ; 
EH 3.7.14 


1) £0 y (0) =0 , 则 对 208 y= Blimz (GO =E Ar. 


ptrte ~° 
2) 如 果 y(0)>0 , 则 对 1208 y(t) >0, ARR D= 1(y 22] 20,2 50, 
yt2< le XS (3.7.6) 的 正 向 不 变 集 ， 
定理 3,7,1 的 证 明 比 较 简单 , 故 略 去 ， 


3.7.2 i R= Ble top ir D OC OD] ga se 始终 在 
在 无 病 平 衡 点 Po (0 ,zo ) ,同时 ,下面 结论 成 立 ， 

D E Re >1, 则 (3,7,6) 存 在 惟一 地 方 病 平衡 点 P* (y^ iz": 

)) 若 Ro<1,8>rtat+y,a<o8,B>2V AC , 则 (3,7.6) 存 在 两 个 地 方 病 
平衡 点 Pi (yr vet) Pi Oi szi Kyi < yi set > er )s 

3) 若 Ro<1,8>rtaty,a<o8,B=2V AC , 则 (3,7.6) 存 在 惟一 地 方 病 
FEA Pi (7 Sx. 

4) 若 Ru = 1,a € off, B 2 0, WI (3. 7. 6) f£ EIE — 38 75 A PEA 
Pl 

5) 对 于 其 它 参数 情形 ,(3,7,6) 不 存在 地 方 病 平 衡 点 ， 
其 中 


(3.7.6) 


A = (a - oB)(B-a),C=(ptrte\rt+aty)(R-D, 

B-a(ptetYtoat2r) - Bl(at rte) -o(8-r-a-Y—- p), 

而 且 y ,zx”,y? ,YX2 ,zi 和 z2 满足 方程 组 
MEHR 
py*t(ptrte)z-(a-of)yz = rq * p. 

证 明 容易 看 出 Po 总 是 (3.7.6) 的 平衡 点 ,(3,7.6) 的 正平 衡 点 (地 方 病 平 

衡 点 ) 即 方程 组 

(B-a)y+ BU -oz =B-(y¥tatr), 


(3.7.7) 
byt (pt+rte)z—(a-oB)yz = rqt p 
ERR D 的 解 MSZ 3.7.0 的 正平 衡 点 是 直线 1: 
z= mo A EtA (B-a)y (3.7.8) 
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和 曲线 l: 
= rq + b — by 
z= IO) & Gay ea us 
在 DD 内 的 交点 ， 
设 B= 名 则 从 (3.7.8) 有 = LY <0, 即 当 a= B 时 , (3.7.6) 无 正平 


| Bü-e 
衡 点 ,因此 ,下面 仅 考虑 情 0 aX B. 


当 号 时 HR 1, 5 y fh CR At ARER A y ELO ntu 


5 S SRORSID Ros z = Pc rr 


hL 与 y 轴 的 交点 为 Qi (5,9 GER y = E>), 与 z 轴 的 交点 为 


Q2(0,z2)( 其 中 z 7 79 <1), 当 aX 叭 时 ,曲线 h 有 垂直 渐 近 线 y = 


ptrte 
Bit uk EMEA = Lo ,并 且 
a — af a — og 


“(vy) = Gus +b) = ppt ree) 
M20) = T TO rre) la ops 


Waly) = Hee = oP eg tp) MU e]. 
下 面 分 三 种 情形 来 证 明 (3,7,6) 在 D 内 平衡 点 的 存在 性 ， 

情形 1 Rl. 

明显 地 ,Ru >1 等 价 于 z >z, B C>0.R, 21 意味 着 B» y+ y+ a 因此 
有 0<y,<1 和 zi 20. BT 0<y,<i<y, AK Q 位 于 1 上方, 而 Qu 位 于 4 
的 下 方 ， 

G) Ë <A Mh (SERN ANT y 20,8 h,(y)<0,h,(y 之 0 ,这 
意味 着 1, 是 一 条 向 上 四 的 单调 递减 的 曲线 ,由 于 Q, 和 Qs 位 于 1 的 两 侧 , 因 
此 OH (3.7.7) 4€ D 内 有 惟一 的 正解 P" Cy" iz" ). 

Gi) Xi a> BM z <1, 并 且 直线 1, 在 第 一 象限 的 部 分 位 于 D 的 内 部 ， 

(a) EP em JU ha (y) >0, 这 意味 着 曲线 是 单调 递增 的 ， 
并 且 其 垂直 渐 近 线 位 于 直线 y = HAM, 由 于 Q, 位 于 1 HEA By, <1< 
y, FD I, WL, 在 DD 内 有 惟一 交点 P" (y”,z”)， 

() BARE = EP Rp hz (y)—0, 8 是 直线 := za BA 


PL. DT mm. 由 于 Q STI 的 下 方 , 因 此 这 时 1 ML 在 D 内 有 惟 
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RAP (y" z^). 
(e BLURBS yy, 有 h (y)<0,h,(y)<0. 这 意味 着 1 
是 一 条 向 下 四 的 单调 递减 的 曲线 ,其 垂直 渐 近 线 位 于 直线 y = yz 的 右 侧 , 由 于 
Q 和 Q, 位 于 1 的 两 侧 ,因此 这 时 1, 和 1: ED 内 有 惟一 交点 P”(y”,z” )， 
情形 2 Ru <1， 
显然 ,Ro <1 等 价 于 z) <z , 即 C<0, 这 意味 着 Q 位 于 dn EAM 
(3,7,7) 中 消去 z 可 得 


h(y) & Ay! + By + C 2 0, (3.7.9) 
其 中 A,B 和 C 在 定理 3,7,2 中 定义 ， 
G)X a9 BN a< B 和 A<0, 
(a) E ec PA e< Pr + y+ ag, 则 直线 1, 不 经 过 第 一 象限 ,因此 ,这 时 
G.7.DE D AA. 
(b) 若 a< cB, B>r+ y+ aA BXO, I BF A<0 C«0, AM (3.7.9) 
无 正 实 根 M(3.7.)E D 内 无 解 ， 
{c) 若 <o,8B>r+y+a 且 0< 昌 <2VAC, 则 (3.7. 风 无 实数 根 , 即 
(3.7.7) E D AA. 
(d) Éa€op,gB»rty*a RB»2/ AC MAF A«0 RI 
Ay) = C+ git atr) pla- of) + (a B)(r + e)] 
<C=a(0) <0, (3.7, 10) 
因而 (3.7, 见 在 区 间 (0,y ) 上 有 两 个 不 同 的 正 根 yi y Or <y) y; Gg 
工分 分 别 代入 (3.7.8) 可 得 z (i 21,2) (zc >z ), 鉴 于 对 此 情形 有 y, <17 
z 之 1, 所 以 在 区 域 D 内 (3,7,7 力 有 两 个 正解 PY (yp iz; ) 和 P; Quz ). 
(e) 若 gc<op,B>r+y+a 且 日 =2vAG, 则 (3.7. 男 有 一 个 重 根 y” <y. 
因此 (3,7, 妨 有 惟一 解 (y”,z”), 记 为 P; ， 
Gi) Æ a= BM A=0,h00)<0 B h(1)- - (per (rs D) - rağı 
- 9 «0. HEF h(y) 20 ERA.) EGRE, DIE (3.7.0 E D. 内 无 解 ， 
(ii) W a cB FEDRE iT 3.7.) E D 内 解 的 存在 性 ， 


(a) wht Ee N b; (y) >0 .这 意味 着 |, SSH KEE 


浙 近 线 位 于 直线 y =y, 的 左 侧 , 若 B> a ER 1, 是 递减 的 ,注意 到 uz 
Mh, (y,)=0, Bi 1, 和 1 在 DD 内 没有 交点 , E R< w 则 直线 1, 是 递增 的 ， 
并 且 y, >1, 因 此 在 D 内 不 可 能 与 曲线 1, 相交 .所 以 这 时 (3,7. 力 在 DD 内 无 解 ， 


$3.7 ERREUR A X aep 


xptrte 
(b) & PEE. 


= ENP Mn =O HL 是 直线 z=zy >z E 
PLUS ARUN. E a> BM by (y) 是 单调 递增 的 县 Ai(D)<0: 如 果 o 
X a B 则 hi (y) 是 单调 递减 的 , 且 h (0) =z <z ,因此 在 DD 内 4 和 1, 无 交 
A 


(Q Ett trte >t MAF O<y¥<y, @ h, (y) <0 和 h, (y) «03x 


=op 

意味 着 1; 的 垂直 渐 近 线 位 于 直线 y =y, 的 右 侧 ,1 的 水 平 渐 近 线 位 于 直线 z= 
zy 的 上 侧 ,并 且 对 于 0<y<y。 l 是 单调 递减 向 下 止 的, 若 B> a MW y, c1, 
直线 1 是 单调 递减 的 ; 若 B< a y, >1, 且 直线 1 是 单调 递增 的 ,因此 易 知 
ERR DALA hL 没有 交点 , 即 (3,7, 乃 在 D 内 无 解 , 

情形 3 Re =1， 

显然 ,Ro = 工 等 价 于 C=0. 这 意味 着 B» y+ y+ g 和 h(0) =0, 

G) 设 ox oB 则 A<0, 显 然 , 在 区 间 (0,y ) 内 , 若 B<0, 则 h(y)=0 没 有 


根 ; 若 By>0, 从 (3.7.1) 知 h(y )<0, 因 此 h(y)=0 有 一 根 一 二 总 < w ,所 


UGT. DE D 内 有 惟一 正解 Pi CL Duas). 

Gi) 易 知 当 a= oh 时 方程 h(y)=0 没 有 非 零 根 ， 

(ii) Wt a> of WW A 0. 

(a) 易 知 当 B 之 0 时 方程 nh(y) =0 没 有 正 根 ， 

(p 我 们 断言 , 当 B<0 时 ,方程 h(y) =0 在 区 间 (0,y, ) 内 没 根 , 若 不 然 , 则 
对 充分 小 的 正 数 8, 当 R, =1+ 时 ,方程 h(y)=0 在 区 间 (0 , D 内 有 两 个 根 ,这 
与 情形 1 的 结果 相 了 矛盾 ,因此 断言 成 立 ,定理 3,7,2 证 毕 ， 

为 了 便于 理解 疫苗 有 效 性 对 模型 (3,7,6) 动 力行 为 的 影响 ,下 面 给 出 定理 
3.7.2 BENUR, 


` [2] 3 _(ptetrirtat y)- Ble+rQ-¢)] , 1 
定理 3,7,3 ito, BO * ra) 2 AB 


= 和 关于 oUMB COREE), o, (o; «o, €o, X1) B=2VACKF 的 根 (如 
果 存在 ). 对 于 系统 (3.7.6) ,总 有 无 病 平衡 点 P, (0 ,zu ) ,同时 下 列 叙述 成 立 : 

D E Re >1, 则 存在 惟一 地 方 病 平衡 点 P* (y” ,z" ): 

2) 车 < ec a <1, 则 存在 两 个 地 方 病 平衡 点 P t oun PE (y; uz) 
(yl <y2 zi Du Y 

3) 若 o= q< ma<Ll, 则 存在 惟一 地 方 病 平衡 点 Py (y" 2"); 
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4) 若 o<c= 5<1l, 则 存在 惟一 地 方 病 平衡 点 Po Oy uz X 
5) 除 以 上 四 种 情形 外 , 均 不 存在 地 方 病 平衡 点 ,其 中 Re ,A,B,C,7 uz 
yiuye.z Hz 与 定理 3.7.2 中 的 相同 ， 
证 明 下 面 主 要 证 明定 理 3,7,2 和 定理 3.7.3 的 条 件 等 价 ， 
注意 到 Re<1 与 cca SH ,Re 215 o= 9 等 价 , BP>r+ a+ y5 a< 
等 价 , 因 此 , 当 B>r+ e+ 7Y 且 Ro<1 时 ,AC>0 当 且 仅 当 
a 
B 
若 r+ e+ Y< BErc at yep , 则 也 关于 是 单调 不 增 的 ,由 于 当 a= B 
时 B=(ea- B)(r+ <0, US ac op 时 B<0， 
若 B>r+ a+ y+p , 则 B 关于 o 是 单调 递增 的 , 当 r + at ye p< 有 p+ 


et Y+ ae+2r 时 , 若 oc=1, 则 B=(a- BY (p+ e+ Y+ a+2r)- B0 RE 


LaLa Ki. 


味 着 对 于 se (到 ,1) 有 B«0.2 B>p+ e+ y+ eat+2r 时 , 若 o1, B0; 


若 a= oN) B-(a- Br + <0, BUILT HE o, C Cy D EGRE oF, 
a) B<0, 对 于 c€(a.1)8 BDO. 

因此 , 当 Ro<1 且 B>p+ e+ y+ aer HT E ga IMF € C$. D. 
B>2V AC 不 能 成 立 : 若 c= g=. M B-0;E < aU IE Co), 
使 得 当 vc€( s,s) 时 0<B<2VAC, 当 0o= « HE B-2 AC, 5€ (o,,0) 
BR B>2V AC. 

概括 以 上 推理 可 得 ， 

(站 条 件 Re <1，RB<r+ at Y, a< oB 和 B>2VAC 等 价 于 

olala <l; 

Gi) At R)<1,B>rt+at7,a<of, B=2V ACSI F o=o, «o X1: 

(ii) 条 件 Ry =1,a <p, B>0 SUF o, «o o, X1. 

从 定理 3,7.250 ,定理 3.7.3 成 立 

注 记 RABLEtop+r(l- (1- 0.)9)] 

UT (Q(etrty(ptetr) 

Ro<1;050.<0, <1 等 价 于 R =R <1: q c= q «1501 T R «XR, =1. 

同时 我 们 还 可 以 证 明 系 统 (3.7.6) 的 各 平衡 点 局 部 稳定 性 ， 

定理 3,7.42 对 于 系统 (3,7.6) ,下 列 结论 成 立 ， 

D 对 无 病 平衡 点 Pu IR <1 时 是 稳定 结 点 , 当 Re >1 时 是 鞍点 ; 


JU < o< qa <1 等 价 于 R < 
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2) 当 Re >1 时 地 方 病 平衡 点 P* 是 局 部 渐 近 稳定 的 ; 

3) 当地 方 病 平衡 点 P; MP 存在 时 ,它们 分 别 为 鞍点 和 稳定 结 点 ; 

4) 当地 方 病 平衡 点 P】 存在 时 ,一定 是 鞍 结 点 ; 

5) 当 Ro =l, a< oh B >0 时 ,无 病 平 衡 点 P。 在 区 域 D 内 部 是 不 稳定 的 ， 
地 方 病 平衡 点 PI 是 局 部 渐 近 稳定 的 ， 

关于 系统 (3,7.3) 的 全 局 稳定 性 ,有 下 面 几 个 定理 ， 

定理 3,7,5 系统 (3,7,3) 不 存在 周期 解 ， 

证 明 ”由 于 区 域 O= {x,y,z lx >0,y 之 0,z>0,x+y+z=1l 是 
(3.7.3) 的 不 变 集 ,又 易 知 区 域 的 边界 线 9 9 不 可 能 是 系统 (3,7,3) 的 周期 解 , 因 
此 ,以 下 仅 在 区 域 0 内 讨论 ， 

假设 系统 (3,7,3) 在 O AA BERE p(2) — lelt) ya), z(t), ŽE eG) 
的 轨 线 P 所 围 的 平面 区 域 为 下 ,平面 域 昌 位 于 9 的 内 部 ， 

记 f,f2,f 3 分别 为 系统 (3,7,3) 的 右 端 三 方程 的 表达 式 ,= is foha Y 


(TRAE) gley) = er x EG r=(x,¥.2) 1D) MSM 


g'f=0. 


mac = (283 9?8 981 ?g5 3g 281) p 
Bac (gogg) R Curly = (28 2050 De E) mni 


计算 可 知 在 区 域 Q 内 有 
Curlg - (1,1,1)" 
=- 刀 二 2 全 -把 二 如 (4 + ij- apostel] +4) 
yz z T y x > z 

<0. (3.7.11) 

设 平面 区 域 TOTALLY RS P 的 方向 与 AS AREFE, h 
于 向 量 (1,1, 轿 是 平面 区 域 THEE ,所 以 由 3,2,2 中 的 定理 3,2, 9 可知 定理 
3.7, 5 成 立 , 

由 定理 3,7,5 和 定理 3,7,4 ,容易 得 到 下 面 的 定理 ， 

3,767 249 o<1 时 ,对 于 系统 (3.7.6) ,下 列 结论 成 立 ， 

G SR, >1 时 P* 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 

(i) "RR XLaXof,B»rtyta,B»2V AC , 则 存在 平衡 点 Pp 的 
两 条 稳定 流 形 将 区 域 D 分 为 两 部 分 :D, 和 D, (其 中 P; ED, ,P; ED;), 使 得 
4(y(0),2(0)) € D, RElimGr GO) z(t))= (0, zo), S (0), z (0)) ED, 时 
imot) a= ,72 )， 

(Gi) 如 果 R,«1, g< cB, Br + Y+ e B=2VAC WE PS 的 两 条 稳 
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定 流 形 将 区 域 D 分 为 两 部 分 ;D， 和 D, CD, 位 于 D, 上 方 ), 使 得 当 (y (0), 
2(0)) ED, Hlim(y(t),2(t))= (0, zo), 25 00,2 (0)) ED; Hlim(y (1), 
z(t)=(y" z^). 

Gv) WR Re =l, a< cB, B>O WW PS 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 


G)  WUR(.7.6) 的 参数 不 满足 O — Gy) 的 条 件 , 则 无 病 平衡 点 P 是 全 
局 渐 近 稳 定 的 ， 


当 总 种 群 中 无 传染 病 存 在 时 ,根据 对 f(N) 的 假设 ,方程 N = N Ir - 
f(N)] 有 惟一 全 局 渐 近 稳定 的 正平 衡 点 No = flr). 当 传染 病 引起 死亡 时 ,N 
HAHEN = Nir - füN) - ay]. 

由 定理 3.7.6 知 ,染病 者 比例 y (t) 要 么 满足 lim y(t)=0, 要 么 满足 
limy(:) - y 20 CR P y 是 地 方 病 平衡 点 的 y 坐标 值 ), 因此 ,有 定理 ， 

定理 3,7,791 设 3 是 地 方 病 平 衡 点 的 y 坐标 值 , 则 下 列 结果 成 立 ， 

G 如 果 limy(7)=0, 则 limN(#)= Nos 

GD 如 果 limy(t)=y>0 B ay<r— f0) JU 

lmN() = f(r- ay) < Nos 
Gi) 如 果 limy(2)=y>0 B ay>r- f(0) 则 limN(7)=0. 


3.7.2 一 类 SIRS 传 染病 模型 的 稳定 性 分 析 
考虑 下 面 的 SIRS 模 型 


ae = 6 - as —~ AES aor, 

i 
d= A - (do yM, (3.7.12) 
dR 


de = Yl - (4 *»R, 
APR HR NWES ERE ME SAH, ERS OAS AM, v 
是 免疫 者 失去 免疫 率 系数 ,1 和 hh 是 正常 数 ,而 ARAM ,该 模型 采用 的 疾 
PREES MS. ,其 中 kI 是 度量 疾病 的 传染 力 Lo lor oe qu 
a l*al 
施 以 抑制 传染 力 ， 
由 方程 组 (3.7,12) 0 ,种群 总 数量 NOE TE 


因为 , 当 t tooth NC) +8 = No ,所 以 ,系统 (3.7.12) 扳 限 方程 为 
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" 
d - DEO -p-R)-(d * YM, 
4 (3.7, 13) 
R. Yl - (d * )R. 
这 里 ,我 们 将 考虑 1 =h =2 的 情形 ,因而 ,系统 (3,7,13) 变 为 
2 
d EE E SOS -I1-R) - (de M, 
(3.7.14) 
AR -out-( eR. 


p -fk _ [ke p ， 
为 方便 ,对 (3.7.14) 作 变换 xe Aor youl Ht Ra (4 +v)t ,并 把 
X, Y, 8 仍 用 I,R,t 来 表示 , 则 (3.7,14) 变 为 


dt p 

Sz + _(A-1-—R)- ml, 

ule er Í (3.7.15) 
dR UT 
TL 


其 中 
prt. aom n Fang 
为 寻找 (3,7,15) 的 正平 衡 点 , 令 
= I -1-R)- m= 
el -R = Ogy RA ITR) -m = 0. 


从 而 可 得 关于 1 的 方程 
(mp +q+ti)P—-Al+m - 0. (3.7.16) 


(3.7.16 Fl 5n: 
G) E A? <am(mp tat), MARGT IDRA IEEE A; 
Gi) & A -4m(mp * a 1), 则 系统 (3,7.15) 只 有 一 个 正平 衡 点 ， 
Gi) t A? >4m(mp +q+l), 则 系统 (3.7.15) 有 两 个 正平 衡 点 
R A? >4m(mp * a 1) 3.71) 的 两 个 正平 衡 点 分 别 为 ([ R ) 和 
(L,R) ,其 中 
n -A-VA 4m(mp + gt D R, 


2Z(mptq+i 


首先 可 以 证 明 (I R ARA , EURE UE E CI, ,Ri ) 处 的 Jacobian 矩阵 M, 
的 行列 式 dev M, )<0, HAM UE SH LSC ART 54] EA ARM AA TERT UE E CT, 


gli; 
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R, ) 为 系统 (3,7,15) 的 结 点 ,或 焦点 ,或 是 中 心 , 即 在 (I ,Rs ) 处 的 Jacobian 8 ME 


L(A - AÞB -2h -qh +p) B 
M: = + phy 1+ pH 
q -1 


的 行列 式 det(M:)>0. 
平衡 点 (I,,R; ) 的 稳定 性 可 利用 tr(M; ) 的 符号 加 以 确定 ,首先 文献 [$4] 证 
明了 当 ms 和 1 时,(LI ,Rs ) 的 稳定 性 不 会 改变 ; 当 m >1 且 
(mg+2m-q-1+2m pY 
AA ap p + T) 
时 ,(I; R ) 的 稳定 性 也 不 会 改变 ， 
当 m >1 时 ,(Iz ,Rz ) 稳 定性 改变 的 充 要 条 件 为 
m>t, 
2mp +1 
1> m (3.7.17) 


A= (mq + 2m -1-q * 2m! py 
~ "Gn =~ WGnp + p+) 


并 得 到 下 面 的 定理 ， 
定理 3,7.8[541 如 果 下 列 不 等 式 之 一 成 立 ; 
( (mn-1)(mp+p+1)A?>(mqt+2m-1-q+2m p}, 
(2) m<1, 


(3) qc 
m-1 


NUP A CL, ,R; ) 是 稳定 的 ,如 果 


ml, 
q> Zet, 
m-1 


2g Gnqt2m-1-4*2m'pY 
|am(mp ta D e A< m-Dop*pe*i ^" 


则 平衡 点 (I ,Ra ) 是 不 稳定 的 ， 
3.7.3 SIRS 传染 病 模型 的 Hopf 分 支 及 Bogdanov Takens 分 支 


SIRS 模型 的 Hopf 分 支 

模型 (3,7,15) 如 果 有 极限 环 ,其 动力 学 性 态 将 B CL LR; ) 的 稳定 性 和 极限 
环 的 个 数 来 确定 ,为 了 寻找 极限 环 ,首先 考虑 (I ,Rs ) 的 Hopf 分 支 ,此 时 使 (I , 
Ry ) 的 稳定 性 改变 的 条 件 (3.7,17) 必须 满足 ,为 计算 方便 EIE S (3.7.15 
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a = P(A-I-R)~ ml(1* pP), 
(3.7, 18) 
E = (gl - RI + pr^). 
(RRR p—I—1,, 9 R - Ri JU (3.7.18) 70 
de =anttanyt filzsy), 
d (3.7.19) 
EH = ayxtanyt f(x,y), 
其 中 


= 21,(A-1,-R,)- B- mA + pli) -2mfip, 
ay =- B, 
ay = q(1 + pR) * 2(gl, - Ri) plz, 
an =- (1+ pÈ). 
BF (3.7.17) 4B ay + az = 0, 故 有 
&i &(-2q -3mp - 3- p)}É+2Al, -1- m = 0. 
oF (mp+ q+ 1) - Alt m=0 Muf 


L= Pmp mpm. (3.7.21) 
ALA (3.7.21 50 (3.7. 17) B= ZEE ,可 以 把 ar 化 为 
an = E (2mp +1), an =— ko(m - 1), 
an = ko(Qmp+1)q, an =- ko(2mp +1), 


Xo, =U (mp t pt 1) EMR X= 2, Y=ayrtany NB.7TANZA 


(3.7.20) 


dX _ Y -auX 
d = Yr (x ) (3.1.2) 
JY | Y-ayuX Y -auX UC 
3E ax auf o) aue (x, I9), 

其 中 


k, = kelma ~ 2mp -q -1)(2mp + 1). 


由 于 m>1,g> ZPA JRE k, >0. 


H u=-X, v=- Y G.7.29 3:78 


1 


S 
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[s =- kv + Fi(u,v), 


ide =kiu + F,(u,v), 


其 中 
Fase) =- fil u.Co Ei t ayuda), 
F;(u,v) 
2i Co us Co VE, auae) + anfiC- us Co E anuMag) 
Vki ` 
设 


PF SFO PF, PF, 
7 - qe Ju? t Judo t Ido To ] 
1 PF, [PF SF FF, /PF, PF, 
* 16 E, (sas (52 av" )- zs (Se tv ) 
OF, FF, FF, PF, 
ae 34 | 3v 5, | 
利用 (3,7,17 的 第 三 个 方程 ,再 借助 于 Maple 可 推出 “的 符号 由 下 式 确定 
p & qim —1)(2mp -4p - 1) 
+ (2m? p +2m + Ap +1)(2mp +1), (3.7.23) 
从 而 由 [ 55] 可 得 下 列 结论 ， 
5E38 3,7,959.— 设 (3,7,17D 成 立 ,车 p<0, 则 当 和 A 从 
(mgt+2m—1-g+2m’p) 
(m-1)mp+p+1) 
减少 时 , (3, 7. 15) 存 在 一 族 稳定 的 周期 轨道 , ER 上 >0, 则 当 A?* 从 


On st Sum D inet G7 19 £6 eris IRURE Ls 


p=0 MEE BMAF (3.7.15) 至 少 有 两 个 极限 环 , 

f| dX m-3.0,4-3.0,p =0.2UR A —7.69487564 Jl (3, 7. 17) RR, 
£(3.7.23)50 , &— 21.48, KE , 24 A 从 7.69487564 增 加 时 ,有 一 族 不 稳定 的 极 
限 环 ( 见 图 3, 1). 

Bogdanov-Takens 分 支 

考虑 (3,7,1 引 的 Bogdanov Takens 分 支 , 设 

(H) A! =4m(mp +q+1) 
成 立 , 则 (3,7,15) 有 惟一 的 正平 衡 点 (I”,R* ), 这 里 


* A RE 
T ~ 2Cmp + q+)’ R =l. 
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BU A (A, ,po ,mo ,mg YE CH, 减 立 , 考 虑 系统 


di P 
q= Typi om 
aR ° (3.7.24) 
Te = wl RK. 
作 变 换 x = 了 -I 了" . y 2 R - R^ , 则 (3,7,24) 变 为 
Js = aut tapy + filz,y), 
(3.7.25) 


ES = qoz -y+ f(x,y), 


其 中 ff; (zx ,y) 是 高 阶 项 ,而 
I" (Ag -21° -R° -Aspi f"? + R' pol?) 


au (+ pol) 
I" 
en UT T+ pt 
由 于 我 们 对 余 维 2 分 支 感 兴趣 ,进一步 设 
(了 下) an=1. 


在 假设 (H ) 和 (H ) 之 下 ,可 证 明和 矩阵 


Qu an 
we [tU] 
go -i1 
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的 行列 式 为 零 ,并 且 up = ES 
事实 上 


*2 
de M) =- ay quay = LS Ag + Aspol ^ £217 *2aD) 


(1+ py 17) 


= Ao 4 E E E- 
BTI p ta ED MC ATE de M) -0 au = -1 等 价 于 
go = tn (3.7.26) 
(3.7.2688 m, >L I = get A Ly Ai Am On jo + qs £D 


RA ap 得 
mo 
2mopo + qo tl 
再 由 (3.7.26) 即 得 a = ud .此 时 ,矩阵 M 显然 有 二 
o 


RHM (Hi ) 之 下 ,系统 (3,7,25) 变 为 
Ei = tytana? + anay + (2.9), 
E = goz ys 
其 中 Pp 是 x ,y 的 至 少 3 阶 光滑 函数 ,因为 
_ ar" 
7n Tp my <0, 

Ay — 3Aopol’? — 31" + IE pa- R" +3R* pol? 

(+ pI F 


ay = 一 


SEE. 因此 ,在 假 


(3.7.27) 


8n = 


经 化 简 可 得 


(mo -1)(zzopo + po + D'Ao 
my (2my py + 1) 
Ao(mopo + po + D (mo - 2) 

2Zmy(2my p, + 1) ` 
E X-x,Y-x-ylqe, Jl(3.7.27) E 


dX 
dz 


A = (an + goaz)X - ango XY + P(X,Y), 


RPP dx ,y 的 光滑 函数 且 至 少 是 3 阶 的 ,为 了 得 到 标准 形 , 作 变 量变 换 


an = 


(3.7.28) 


aa 二 一 


= Y + (an + goan)X’ — ayqoX¥ + P(X,Y), 
(3.7.29) 
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w= X+ XN v= Y+ (ay t goan)X. 


我 们 有 
de co Ruy), 
(3.7.30) 
业 = (ay + qoan)u? + (2an + qoan)uv Ry Qu ,v), 


EFR 是 u,v 的 光滑 函数 且 至 少 是 3 阶 的 ,由 (3,7,26) 和 (3,7,28), 我 们 有 
A 1 


(mo — 1)( mopo + po * DAo 
mol2mopo +1 


其 中 mo >1 被 用 到 ,现在 ,我 们 可 以 叙述 一 个 重要 定理 ， 

538 3,7.1009]. 38 (H, )RI CH, RE , 则 (3.7.24) 的 平衡 点 (I” OR ) 是 一 
DRE 2 的 尖 点 ,也 就 是 说 , 它 具 有 Bogdanov-Tekens 奇异 性 ， 

开 折 与 分 支 曲线 

下 面 ,我 们 将 寻找 (3,7,15) 用 原始 参数 表示 的 开 折 ,用 这 种 方法 ,我 们 就 能 
够 知道 分 支 曲线 的 近似 表达 式 , 把 A 和 m 取 为 分 支 参数 ,让 Ao ,P ,mo ,q 满足 


2an + Goan = 一 <0, 


(Hi ) 和 (H ) E 
A= AotAl, m= my tr, 
r As R'-qU. 


= Amp + q ¥ 1)’ 
AUR X x =0, RE (3.7.15 的 一 个 退化 平衡 点 ,把 x=I-I ,y= 
R-R' 代入 到 (3,7,15) ,然后 使 用 Taylor REX ,得 


Ei = apta E + azz? +aszy+ Wilz, yà), 
d (3.7.31) 
d^«-» 


其 中 X=(41,42) ,Wi E x y ,X 的 光 渭 函数 且 对 x 和 y 至 少 是 3 阶 的 ,并 且 
PCPA CEA £T Y € E R +m + mop (VY eA AUI Y) 


ao = ENTE , 
2o mop OY egg UY € OY p e 24; p I Y + 2mop7 Y 
un Gea») 


2307 Y - 23, + 20)! R" € à; -21* Ao + mo 
(1+ er yy , 

- p Y + 3d pU" Y &3A4PUTY -A-A t3 R7 

a; 三 一 (1 + p(T yy » 
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21 
a+ pr yy” 
和 简化 (3,7,28) 中 的 ay 一 样 ,可 以 得 到 
Ao(mo — 1) (2my(2mop + 1)3; ~ Aono - DA, ) ， 


a, =- 


9077 Amap + (mop + 27 Dod 
acd Ao (n, - DOns p + pt DA; ml2mopt a 
'! me(2mop + 1). 
a, =- mob tat) 
2 2(2mop + gq +17 
_ DA q- 1+ 2mapompp +q +1) + AQmop +q € D(q +1 +2p)] 
22m p+ q+ 1? M 
a, o c Aem 7 DGnop + p +1) 
Qoo Dom EAmop + ptt) 


mmp + 1). 
作 变 量变 换 Xo Y oa taz dyta’ *tayxy t WiCz,y) ,然后 把 
X, Y €W 455 x y RNE 


de > 
BY ay + (ay — Dz + ayy Gig + arda? + asay (3.7.32) 
-asg + Wi(z,y,À), 
其 中 
a, 7 à, 一 t+gasao，as = 2a, + a4qa, + agaig’. 
As(my- Dim p* PAD 二 _ aa 
如 果 470, BH as 一 009 < WX=c+ MEX 
重新 写 为 x ,我 们 有 
dr _ 
d? 


d 
T = by + bie + (arg + az) x" + aszy — gasy! + Wa(x,y,A), 


(3.7.33) 
EP W(x.y.0 E xy 和 入 的 光滑 函数 , 且 至 少 是 3 阶 的 ,又 


2 
p, o Z025 + asas — astia, + qaa + aza} 
0 = 7 ， 


as 


p, = 8s tits 290524 + 2aray 
p = a a “294. 


as 
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再 用 dt =(1t qasx)d tr 来 引进 新 的 时 间 变 量 r, 并 把 r 重 新 写 为 + 得 
idr _ 
je = yll + gazr), 


je Q + gas) (by + biz + (arg + aia (3.7.34) 


+ aszy ~ qasy + Ws(z,¥,4)). 
WX=x,Y=y+oax) FEX, YEMSAx ,y 得 


. (3.7.35) 
DV > bater +err’ tasryt Wi(Gxiy.À), 
其 中 Waxy. DE xy 和 和 至 少 3 阶 的 光滑 函数 ,并且 
€, = 2069450 + 5i, 
c, = aq’ by + 2biasq + asq +a. 
注意 到 当 4—0 ,有 
b, +0, 


Luo Age 一 Dn, pt p +1) 
as (2m,p + imo 
_ (mop * p DA, 


o>- Ow) SO 


<0, 


作 最 后 一 个 变量 变换 
X= ys, ro 
再 把 它们 重新 分 别 写 为 x ,y ,t ,得 
dz - 
d > 


E = ri trr +r + ryt W.(r.y,A, 


EP W, (x.y, Dex y 和 和》 至 少 3 阶 的 光滑 函数 ,并 且 
NL 
D. 
最 后 根据 Kumnetsov! 中 的 定理 ,可 得 到 在 原点 附近 分 支 曲线 的 表达 式 ， 
5E383,7.1109— CH, ) 和 (HH 成 立 , 则 系统 (3,7,15) 拥 有 下 列 分 支 特性 ， 
O FREAD HA SN = f(A) leb = dil. 
Gi) 有 Hopf 分 支 曲 线 H — ((4,,A:) | bs =0,¢,<01, 
(ii) 有 同 宿 环 分 支 曲线 HL = 1(A a2) 125byc2 +6c?=0+o( AWO? 


(3.7.36) 


2 
nc TP (3.7.37) 


Ti 
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f| 设 po=1,mo =2, 则 qo 21.4, A, —4.5607017, 由 上 面 的 计算 公式 可 
知 同 宿 环 分 支 曲线 由 下 式 确定 
0.9841399516A3 — 2.424322230A,A, + 1.395121027A1 
+ 1. 166710988, — 0. 95018228324, + o( lla Il )") = 0. 
如 果 =0,1, 它 蕴涵 着 4, =0.08076325823 ,用 XPPAUT ,我 们 得 到 图 3 ,2 所 示 
的 一 个 同 宿 环 , 


图 3.2 A4 —0.17 X =0.08076325823 时 的 同 宿 轨 
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第 4 章 带 时 灌 的 传染 病 模型 


E REGE HE REIR 的 传播 过 程 中 扮演 着 重要 的 角色 ,我们 可 以 用 时 灌 模 拟 传染 
病 的 潜伏 期 ,患者 对 疾病 的 感染 期 和 恢复 者 对 疾病 的 免疫 期 ,在 第 一 章 和 第 二 章 
我 们 已 经 阐述 了 带 时 法 的 传染 病 模型 的 建 模 思 想 以 及 基本 研究 方法 ,本 章 的 目 
的 是 系统 介绍 这 一 方面 的 研究 方法 以 及 近年 来 的 研究 工作 ， 


$4.1 种 群 规模 不 变 的 传染 病 模型 


当 传染 病 流行 期 较 短 或 者 种 群 出 生 与 死亡 达到 平衡 时 ,我 们 就 可 以 认为 种 
群 规模 是 不 变 的 ,这 种 假设 既 有 一 定 的 现实 背景 ,又 给 数学 研究 带 来 了 很 大 的 方 
便 ， 


4.1.1 不 考虑 出 生 与 死亡 的 SIS 和 SEIS 模型 


Cooke 和 Yorkdol 在 研究 淋病 时 提出 了 下 面 的 SIS 模 型 
GS =~ OE) + pS- OLG = 2), 


$= SDI) -PSU - OLG = ©), 


其 中 t 是 淋病 的 感染 期 ,这 里 忽略 了 种 群 的 出 生 与 死亡 ,显而易见 种 群 规模 N 
= S + 工 是 一 个 常数 ,为 方便 起 见 , 设 N = 1, 则 有 
S -aco0-1G0)-Be-o0-6-7).— GD 

从 这 个 方程 出 发 ,他 们 证 明了 当 + 趋 向 于 无 穷 大 时 I) ICE I BS 

Busenberg 和 Cooke?) 把 文献 | 13] 的 研究 方法 应 用 到 一 个 由 媒介 传播 疾病 
的 SEIS 模 型 , 作 如 下 基本 假设 ， 

(à) 疾病 不 是 致命 的 , 且 人 口 对 这 种 病 没 有 免疫 力 ; 

(b) 传 病 媒 介 的 数量 大 ,携带 病毒 的 媒介 数量 与 感染 者 的 人 数 成 正比 ， 

(e) 设 时 济 T > 0 是 疾病 在 人 群 中 的 潜伏 期 ， 

(à) 感染 者 被 治愈 后 返回 到 易 感 类 ,其 速率 与 感染 者 的 人 数 成 比例 ,比例 系 
RA Y>0， 

由 假设 (b ,携带 病毒 的 媒介 数量 等 于 月 I(t) ,月 > 0 .又 设 R >0 EAE 
者 和 传 病 媒 介 间 的 有 效 接触 系数 . 则 有 模型 
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$= nt) - BOH), 


GF = BSCOIG) - BE- DIG - T. (4.1.2) 


d! 2 a- DIG - D - (OO, 
其 中 B= R BOUE DEURE ERMA ,我们 应 该 注意 的 是 ,从 形式 上 
看 ,第 一 和 第 三 个 方程 与 第 二 个 方程 独立 ,可 以 从 第 一 和 第 三 个 方程 先 把 SRI 
解 出 来 ,然后 再 从 第 二 个 方程 把 E 解 出 来 ,但 下 面 会 看 到 仅仅 这 样 作 还 是 不 够 
的 ,我 们 设 种 群 规模 N = S+tE+ =e, FERH (4,1,2 的 可 行 区 域 为 
D= ((S;E,DIOXSs«a Esa xIxa,StE-tI-al. 

TRAA (4.1.2) 的 初始 函数 和 解 应 始终 落 在 这 个 区 域 中 ,文献 [ 13] 给 出 反例 ， 
尽管 初始 函数 在 可 行 区 域 中 ,但 (4,1, 邹 的 解 可 以 跑 出 可 行 区 域 ,解决 这 个 问题 
的 方法 是 ,根据 (4,1, 和 它 的 实际 意义 ,我 们 有 


EG) = 8| score, 
于 是 , (4,1. 人 的 任何 一 个 解 满足 


SG) +I) = a —8| scorexe. (4.1.3) 
下 面 证 明 满足 这 个 限制 条 件 的 解 是 符合 实际 意义 的 ， 
m 
dS 


Je = OO - BON), 
di (4.1.4) 
Gy = 86 - DIG - T) - IQ). 

记 

G, = 10SG), TD))1SCO 和 开 引 在 上 之 0 上 连续 , 非 负 , 且 满足 (4.1.3)| ， 

定理 4,1,1 R So(t),Io(t) 21-70) 上 的 连续 函数 ,满足 
OSS) <a, 0x h(t) <a, t E[l- T0], 
并 满足 
S0) + lo(0) = a - 2 f ST (O06. 


F (S(t), G) X (4.1.4) HM, ELSO) IQ) = (Sot), W)).t € 
「 一 工 ,0] , 则 有 

(1) (S) IG) HBUBS I cz oir E BRESSE) Ka 0 I()x 
a Tl(4.1.3). 

(2 0 <aB y 25 co oft (S), EG)) > (a). 
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(3): 6 0« y « ah MEO, a) 不 稳定 ,并且 当 t OM S), £00) 一 
(YIB,LaB - Y BO + Yr. 

这 个 定理 的 证 明 需 要 时 滞 微 分 方程 的 LaSalle 不 变性 原理 ,为 方便 读者 ,我 
们 先 介绍 相关 内 容 ,与 常 微 分 方程 不 同 的 是 , 像 (4.1.4) RAE oE 
该 取 [ 一 下, 串 上 的 连续 函数 ,用 C 表示 C([ 一 ,0],R" )( 也 就 是 [ 一, 上 的 
连续 函数 组 成 的 Banach 空间 ), 则 C 就 是 时 灌 方 程 的 初 值 空间 ,为 了 理论 研究 的 
需要 ,如 讨论 初 值 问题 解 的 惟一 性 ,讨论 解 的 稳定 性 等 ,我 们 通常 把 C 也 作为 时 
澡 方 程 的 状态 空间 ,具体 做 法 是 WOR x (0) 是 一 个 时 河 方 程 的 解 , 令 x altt 
$,8€[- T,0],Jl x, € C. Aika SHER 中 的 函数 z(t) BLA CE 
间 的 函数 x. 

考虑 


& = (x), (4.1.5) 


这 里 f ;C 一 R* 在 Q 上 连续 , 且 在 C 的 每 一 个 紧 子 集 上 满足 Lipshitz% it, H 
x, ($) 表示 系统 (4.1, 呈 过 (0 ,$8) 的 解 ， 
WR vic R 是 一 个 连续 泛 函 ,定义 双 沿 着 系统 (4.1, 习 解 的 导数 
Vis) = lim sup Fp LV (2489) = v($)}. 
定义 4.1.1 设 GCC， ,如果 了 在 区 域 G 的 闭 包 瑟 上 连续 ,在 G 上 有 TY 所 
0 ,我 们 就 称 V EG E (4.1.5) 的 Liapunov 泛 函 ， 
X VEG. ER(4.1.5 的 Liapunov 泛 函 , 记 
B= {EG Vs) = 人 
HM 24.1.5 EB 中 的 最 大 不 变 集 ， 
3E38 4,1,27! WR VE G EE (4.1.5) hI Lispanovi? Hh, x. ($) Æ (4.1.5) 
的 一 个 有 界 解 ,并 且 停 REGS Wt oo BT ix ($) M. 
证 明 当 t>0 时 ,由 @.1.4) 知 ， 
dIsco + 01 = BSC - TG - T) - SGI, 
于 是 ， 
S(t) + I0) = S(O) + HO) + af tse - TU(8 — T) - SCB) I0) lde 
= S(0) + H0) + psCO)1(6)dg 
+ al S(0)1(0)a0 - a 'sto)10026 


=a- 8| scoic»ae. 
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这 就 验证 了 (4.1.3) ， 
由 (4 ,1.4) 可 得 


I(t) = e?I() + af esc - TU - Td, 


o 


S(t) = S(»e? + y [ 2 rae, 


ERA) --g [ rode 下 由 初始 条 件 可 知 ,1(t) 220, c ET0,T], 上 式 又 表 


明 , 只 要 S(t) 在 [0,T] 上 存在 ,就 必然 有 S(t) 之 0, 于 是 由 S(t) 和 了 (t) 的 非 
负 性 ,从 (4.,1,3) 可 知 ,它们 以 a 为 上 界 , 因 而 它们 必 在 [0,T] 上 存在 ,然后 再 反 
复 重 复 上 面 的 作法 ,可 以 得 知 SCt),I(t) 在 [0,%) 上 存在 , 且 满 足 0<< S CO < 
a OSLA) Sat E[ 一 T,0], 这 就 完成 了 (1) 的 证 明 ， 
通过 分 析 特 征 方程 的 特征 根 容易 得 知 ; 当 0 < y < aB 时 , 解 (0,a) 不 稳定 ， 
下 面 用 Liapunov 泛 函 方法 完成 其 它 证 明 , 记 C, = CA- T.0], RÉ ). 2 
($1 ,$82) € C, .定义 


1 


lg "tg 
ve) = dose + 二 | Coad. 


计算 VOIR GRÉE (A 1,4) ELS LS 
v6) =~ 3t - 2s cos. C D$ C D  &C DI. 

如 果 把 这 个 式 子 的 右 端 看 成 是 $,(0) 和 各 (一) 的 二 次 型 ,容易 看 出 , 当 和 (一 工 ) 
< WVR 时 , 它 是 负 定 的 ,注意 到 在 我 们 感 兴趣 的 范围 内 ,有 (8 扫 a,8E 
[-T.0], 3a8< yY 时 ,显然 有 加 (一 TT) « vB. 

记 

Gi = (($,$ € CIOS <a,6 € [- T,0], 
HAE 8 二 0 处 ($1 h) WEL 3). 

由 第 一 部 分 的 证 明知 道 G* 是 正 向 不 变 的 , 记 B = {fE Gi 1V($) = 04, 如 果 
aB« 7, 由 上 面 的 讨论 知 Vid) 是 负 定 的 ,因而 B= $E G1 4,(0) = £O T) 
= 0 ,由 LaSalle 不 变性 原理 知 , 当 t> oo Bf I( 0) + 0. 4.1.3) 可 知 , 当 上 
> off S(t) >a WR aB= 7, 则 由 上 面 的 讨论 知 ,B 包含 在 集合 {$ € GI 
$,(0) = 二 各 (一 TT),$( 一 丁 ) = al 中 ,由 向 的 非 负 性 和 (4,1,3) $0 $,(0) = 0. 
于 是 由 LaSalle 不 变性 原理 和 (4.1,3) (850, 4 t> o RTS) 1b) > (a0), 

现在 设 ap > y.Gl 的 含义 同上 ,定义 Liepunov iz H 

vo) = 3140 - FP. 
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计算 了 沿 系统 (4.1.4) 解 的 导数 得 


VG» = (4,0) -g050 =~ BL$,(0) ~ FPA). 


3$ EG 时 ,显然 有 V(y) «0. 由 不 变性 原理 , 当 t 9 时 , 解 (S(t) IGY 
MFRS J$ EG | VS) =O}. BF Vip) = 0 意味 着 $,(0) = 05K J, (0) 
= yR Bik, Se Ff (t) +0 S(t) > yB 

MER > off Ct) > 0.4.1.3) 知 , 当 t~ of S(t) > a ER 
到 a 了 > yAG.1.4) 的 第 一 个 方程 知 ,存在 t” 20,588 S'() SO (m. 
RMS tae 时 ,S(t) BT BT OS S(t) <a UR > Of SQ) > 
a ,我 位 有 SQ)=e tee Ak S cR 时 ,0= S = (y-a RIG). AM, 
Sree HG) =0. E 64.14) 的 第 二 个 方程 得 ,0 = PO) = Ba- 
TI(t 一 T) tSt .利用 这 一 点 和 S(t) 的 连续 性 得 知 ,存在 9> 0,058 S(t) 
>0,1(t) = 0,t Eft — no), ERE S = (YBB(t)I(t) = 0,t E 
[t — 40), RMS S(t) 二 at Eft —40),4 y «v 是 所 有 这 种 N 
的 上 确 界 ,我 们 断言 q =e Mr) HO. 20 SEE AUR q4 cac ,利用 
连续 性 得 知 ,I( 站 ) = 0,S( 中) = a, 再 重复 上 面 的 作法 知 ,存在 y > 0 ,使 得 
I(t) =0,8(t) =a,t Eft’ — d — 9,9), FB, 

从 上 面 的 讨论 知道 ,如 果 (S(t),I(t)) 半 (a 0), ž t> off RA SQ) 
WB 现在 证 明 在 此 情形 下 ,I(t) > IP AaB- H/R + T) MA- TE 
(4.1.4) 的 第 一 个 方程 作 积分 得 


St) + g | SC0)1(0)d9 = so - T v | 10089. 
由 这 个 式 子 和 (4.1.3) 得 
LO + y f? 10048 = a 7 SG —T). (4.1.6) 


ARAM EF D;C R XDF = 0) + yf A00. 则 上 式 可 写 为 
DI, = a - S(t - T). 
ibr B—7 BUE EC 2 


K=- S+- D, u(i) = I f) - 1. 


BF P = (ag — yMg(1 Yr) ,利用 (4.1,6) 可 得 
Du! = h' (0. 
由 文献 [24](12.3 节 ) 可 知 ,D 的 特征 方程 为 


Y Quy. 
r+ fe) =0. 
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由 于 YT >0 关 一 1, X= 0 不 是 一 个 特征 根 , 很 容易 看 出 所 有 特征 根 的 实 部 满足 
Re X<0. 因 此 ,存在 8$>0 ,使 得 所 有 的 特征 根 满足 Re ax 8<0. 再 由 专著 | 21 ] 
第 287 页 的 定理 4.1, 存 在 正常 数 a , (与 h ER) ,使 得 
Iu; lS are" | ug I+ az SUP, LAO}. 

Fz, 40 > off, 

lim sup 1 1(1) 一 Pies lim sup | Tt +E) -了 1= lim sup | u*(t) 1 

Susp | A7 (2) l= az SUP SQ 一 D-$ 一 0. 

Ai, S po oft Tyo, 

从 前 面 几 章 的 讨论 知道 ,没有 时 滞 时 A R = /y 5R <1 
时 疾病 消失 , 当 R。> 1 时 地 方 病 平衡 点 全 局 稳定 ,从 定理 4.1.1 知 道 ,引入 疾病 
潜伏 期 时 滞后 ,模型 的 阔 值 不 变 ,时 滞 的 主要 作用 是 降低 了 地 方 病 平 衡 态 的 幅 
E. 

4.1.2 ”出 生 率 与 死亡 率 相等 的 SEIRS 模 型 


我 们 现在 开始 考虑 在 疾病 传播 过 程 中 种 群 出 生 与 死亡 不 能 被 忽略 的 情形 ， 
但 将 假设 种 群 的 出 生 率 和 死亡 率 是 相同 的 ,在 这 个 假设 下 ,种 群 的 总 规模 可 以 认 
为 是 不 变 的 ,这 使 得 数学 研究 得 以 简化 ， 

Cooke 和 van den Driessche!” 提出 了 一 类 含有 两 个 时 浅 的 SEIRS 模 型 , 通 
过 忽略 因 病 死亡 率 ,文献 [ 11] 中 的 模型 变 为 


48 = aN(D - 650) - 3001 + urs — yet, 


go - f ASC) TCH) ang, 


e NO (4.1.7) 
dL. ASU we), H (6 + DIO, 


R(t) = f Yueh da, 


其 中 w 是 疾病 的 潜伏 期 ,t 是 恢复 者 对 疾病 的 免疫 期 , 
由 于 种 群 规模 N 是 一 个 常数 ,如 果 令 


s(t) = 


S(t) 

NG)’ 
iQ = #8, ra) = RO 
则 有 
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d$ = b = is) XI) + yil ew, 

e(t) = f Astui em" du, 

» ve (4.1.8) 
T = às(t - w)ilt we” — (b+ y)ilt), 


ra) =f det du. 
由 于 第 一 个 方程 和 第 三 个 方程 可 以 从 (4.1.8) 中 分 离 出 来 ,我 们 只 需 考虑 


事 =6 一 As(D) — as(e)ile) + BG - 0, 
di (4.1.9) 
dr = das(t - wilt ~ w) - (b * y)ilt), 


EF a = expl- be) 和 月 = ye” 

由 于 这 个 模型 含有 两 个 时 滞 ,研究 地 方 病 平 衡 点 的 稳定 性 变 得 比较 困难 ,我 
们 转 而 研究 疾病 传播 与 消失 的 阔 值 ,注意 到 。 是 易 感 者 的 比例 ,i 是 感染 者 的 比 
151 ec) 是 潜伏 者 的 比例 ,而 种 群 被 划分 为 易 感 者 ,潜伏 者 和 感染 者 三 部 分 , 因 
JER s(t) + eG) +i(1) 寺 1. 设 T= maxjw,rl ,并 设 

DE 14,4) 10< 9,0) «1,6 ET- T,0],i = 1,2. 

利用 s(t) + elt) + itt) = 1, RANA Be DO (4, 1,9) RAE IET 2E AH, 

现在 考虑 无 病 平 衡 点 (1,0) 的 全 局 稳定 性 , 记 Re = Xx( yt bb) ,文献 [47] 
得 到 了 下 面 的 结果 

定理 4,1,3 WR R « 1, 则 无 病 平衡 点 (1,0) 是 全 局 稳定 的 ， 

证 明 ”注意 到 (4,1.,9) 的 第 二 个 方程 可 以 写 为 

i = Aas(t)i(t) —(7 + iQ) + Aa[s(t ~ w(t — o) — sCOIGOO] 


= ilaa (e) - Cr+ 6] = da $ [Cade (4.1.10) 


Xx, = GG 6 0),i0€0)0,.8€ [- T,0] .定义 


n 


Vole.) = EG) + aa SCi CO. 


Ca 


计算 vy iR (4.1.9 RE HSR ,得 
Volx) = i(t)[aas(t) - (yY + 00] = Cy + 59iCOLResG) - 1]. 
EX K-1$ EDI V,($) 201 M EK 中 的 最 大 不 变 集 ,如 果 Ro < 
1, 由 于 s(t) m RMA 
Viola.) K (7 + 5), — Dit) SO. 
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(4.1.97 M = (1,0), 如 果 Re = 1 ,我 们 有 
Vola.) = (y + )iCOUsGD - 1]. 

再 由 s(t) + e(t) + i(t)= 118501 M = (1,0), 从 而 由 [21] 中 的 定理 3,1(143 
页 ) 或 [27] 的 定理 5.3(30 页 ) 知 无 病 平衡 点 在 D 中 是 全 局 稳定 的 . 

现在 考虑 Ry > 1 的 情形 ， 

定理 4.1.4 RR > 1. 则 存在 一 个 正常 数 使 得 当 +t 充 分 大 时 ,(4.1. 允 
的 正解 (s(t),i(t)) 满 足 itt) > è 

证 明 ”考虑 (4,1,9) 的 正解 (s(t),i(t)) ,定义 


VG) = iQ) aa [S(O iO d0. 


计算 v, 64.1.9 解 的 导数 ,得 
V(t) = a(t) [Aas(t) - Qr 0] = Qr + b)i GRs) -1). (4.1.11) 
由 于 Re > ,我 人 有 也 一 RQ -起 ) > 9. 我 们 断言 对 任 给 的 >0, 不 可 能 
Fiw) LAN +> n RAMS TRE MEE ^a >0, 使 得 i) < 
DYVL zi 由 (人 4,1.9) 第 一 个 方程 知 当 + St, BP, 

s (i) 2 b —(X,/2 * b)s(t). 
因此 


n 
SCL) > e PPP [s(to) + b Jem $99] 


ems = gane) (4.1.12) 
其 中 0 < s(t) RAR, 由 于 7 一 Ri ll ,我 们 有 


s(t) > Be EX SE Me) (4.1.13) 
选择 Ti 0108 
1 -onf 
0 一 起) = an, (4.1.14) 


N (4.1.13) BE 


s(t) >ti Ag 


ZR (Ry +H SR: 
容易 推出 下 > E .因此 由 (4.1.1D 得 


VG) > (Or € iGOGR, - 1). ME tS tet Th. 
(4.1.16) 


对 于 tz 之 to + Tr. (4.1.15) 
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设 
i= epini o + T, 90) 
我 们 要 证 明 i(t) Zi, Va Sty + T, ETRE , 则 存在 一 个 T, 之 0, 使 得 i(t) 
Si.WFu tT, <t<y+T tot T, :并 且 有 
i(t) + T, +@+T,) =i, 
i(ty+ T, t+a+ Tz) <0. 
AM (4.1.9 ROTA. 1,15) BS At = t+ T, tot TB, 
i (2) [aas(t o) - y £ 80] i 
> (7+ DIRR-10i >0. 
这 是 一 个 矛盾 Ak, it) Si Viu + T, ,结合 (4,1,16) 可 得 
Vit) > (vy +b) HRR-1), ME Sat Th. 
BEH co» off, V, (1) o JRA V, (0) 1+ )om 相 矛盾 .断言 得 证 ， 
根据 这 个 断言 ,我 们 只 需 考虑 两 种 情形 ,第 一 ,对 于 所 有 充分 大 的 ti(t) 之 
.第 二 , 当 上 充分 大 时 ,if 日 关于 LARD EX 
hc Teen (4.1.17) 
我 们 希望 证 明 对 所 有 充分 的 大 t,i(t) SL .对 第 一 种 情形 ,这 个 结论 是 显然 的 ， 
对 第 二 种 情形 ,让 ty 和 c 满足 
ilti) = ilt) = H2, 
ix 1/2 WF nlth. 
WR, -t ST, +o BT QOO) >-Crt+ bite) Mit) = I2, E TAB iQ) 
ZL NF tC t<t, WR -t ST, +w 4.1.9) 的 第 二 个 方程 得 i(t) 
之 了 ,Yt Ely. e T, + w]. 再 使 用 断言 的 证 明 方法 可 以 得 出 i(t) Sb 
Fatt tosts AMi L, NF t ETt ,tz], 由 于 这 种 区 间 是 以 
任意 方式 选 出 的 (我 们 只 需 n 和 t, 足够 大 ) ,我们 断言 对 第 二 种 情形 REA 
分 大 ,就 有 iQ) 之 工 . 从 上 面 的 讨论 可 知 ,TT 和 L, 与 正解 的 选择 无 关 , 因此 ,我 
(HER TH (4.1.9) 的 任何 一 个 正解 , 当 t 充分 大 时 ,有 i(t) Sh. 
定理 4,1,3 和 定理 4,1,4 表 明 R ERR, 过 1, 疾病 将 会 消失 ,如 果 
R > 1, 疾 病 将 是 一 致 持续 生存 的 ,从 定理 4.1.4 的 证 明知 ,我 们 实际 上 还 得 到 
了 估计 感染 者 比例 的 最 终 下 界 的 计算 公式 ， 
f| ”如 果 石 = 0,2,Y= 0.4,X=8,w= 1, 则 a = exp(— bw) = 
0.8187307531,R。 = 10.91641004, 由 (4.1.14) 得 T, = 1.243974114 ,再 由 
(4,1,17) 得 I = 0.03225055142, KE 34 t 充分 大 时 ,感染 者 的 比例 至 少 是 
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0.03225055142. 

注意 到 较 大 的 y, 或 较 大 的 b ,或 较 大 的 w 草 涵 着 Re <1 因此 当 y,b,w 有 
一 个 较 大 时 疾病 将 消失 ,这 意味 着 只 有 当 y b w 都 较 小 时 ,疾病 才 可 能 一 臻 持 
KET. 

从 定理 4,1,3 和 定理 4,1,4 知 道 ,R。 = 工 是 区 分 疾病 是 否 流行 的 阔 值 , 由 于 
Ro = do y+ b) ,我 们 看 到 种 群 出 生 率 系数 和 死亡 率 系 数 b 降 低 了 疾病 流行 的 
RE. 


$4.2 种群 规模 变动 的 传染 病 模 型 


当 疾病 的 流行 期 较 长 时 ,或 者 疾病 有 着 较 强 的 因 病 死亡 时 ,种 群 的 规模 会 发 
生 较 大 的 变化 ,而 种 群 规模 的 变动 对 疾病 的 传播 会 带 来 深刻 的 影响 ,这 时 ,疾病 
流行 的 阔 值 可 能 会 由 一 个 变 成 多 个 ,疾病 传播 的 过 程 与 种 群 繁衍 过 程 的 相互 作 
用 也 会 产生 新 的 动力 学 性 态 ， 

Hethcote 7l van den Driessche 在 文献 [25] 提出 了 两 个 种 群 规模 变动 的 带 时 
法 的 传染 病 模型 ,下面 分 别 介 绍 ， 


4.2.1 具有 因 病 死亡 率 的 SIS 模 型 


考虑 SIS 类 型 的 传染 病 模 型 ,种群 在 时 刻 上 的 规模 用 NCO SUR. , 设 新 生 的 
成 员 均 为 易 感 者 ,种 群 的 输入 速率 为 常数 A, 自然 死亡 率 为 常数 d, 因 病死 亡 率 
为 。 不 考虑 因 病 死亡 率 时 种 群 的 动力 学 方程 为 N =A-dMN, 我 们 采用 标准 疾病 
BES ,并 用 P( 虽 表示 感染 者 受 感染 后 经 + 单位 时 间 仍 是 易 感 者 的 比例 , 

X P(t) 是 非 负 的 , 非 增 的 ,分 段 连续 的 ,并 满足 

P(0+)=1, [FP(u) du=w. 

又 设 平均 感染 期 满足 0< wx co , 则 模型 的 转移 框图 为 4,1， 

2b gm 时 ,感染 者 的 数量 [日 满足 积分 方程 


160) = 10) + f'AUNGO = 10) POPC - We da, 
(4.2.1) 


图 4.1 疾病 转移 过 程 图 
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这 里 用 到 了 S =N- M(t) 是 t = 0 时 的 感染 者 在 时 刻 t 仍 是 感染 者 的 数 
量 .根据 上 面 的 假设 和 转移 框图 可 以 知道 种 群 规模 N 满足 
N'(1) = A-dN(t) - dlt). (4.2.2) 

分 布 函数 P 有 两 种 重要 的 特殊 情形 ;指数 分 布 和 阶梯 分 布 ,如 果 是 指数 分 
布 , 则 模型 可 以 转化 成 常 微分 方程 组 , 下面 着 重 考虑 阶梯 分 布 , 设 每 个 易 感 者 具 
有 感染 期 w:P(t) =1,t €10, o] FA P(t) = 0,t € (w,%), 注 意 到 易 感 者 
经 过 时 间 w 后 已 经 变 成 恢复 者 AM StS w 时 In(t) — 0. 在 这 种 情形 下 ,积分 
Ja.) 变 为 


1o) = f afno- Ia DHe OHOdy, t>o. (4.2.3) 


容易 知道 (4 ,2, 驴 和 (4,.2, 轨 等 价 于 下 面 的 时 滞 微 分 方程 模型 


ro = alt= Oo AES 
~ (d * eMC(1), (4.2.4) 
N'(1) = A — dN(1) - ef(t), 
其 中 = exp(-(d+e)w). 
定义 


1- 
Ire 


如 果 Ru <1U4.2.4) 只 有 无 病 平衡 点 (0,AA), 文 献 [25] 进 一 步 证 明了 此 时 
无 病 平衡 点 是 全 局 稳定 的 , AR, > 工时 , 则 (4,2,4) 还 存在 惟一 的 地 方 病 平衡 
A. FHES R 2 1 蕴涵 着 疾病 是 一 臻 持续 生存 的 , 由 于 生物 背景 ,下 面 我 们 只 
考虑 (4.2.4) 的 正解 , 设 M, = AM,M, = AAd + 利 , 注 意 到 0 < ICo < 
N(t), 我 们 有 


R =a 


A- (d e)NX N'&A - dN, 
由 此 得 ,Ma < lim inf NC) < lim supN GP) < My. 


1, = (1-URo)AM; ,固定 0< ?< 有, 易 知 Ra(1 -二 zE 


AA) NA) 24.2.4) 的 一 个 正解 , 则 有 下 面 的 结果 ， 

34,2, RR, >1, 则 对 任意 的 >0, 不 可 能 对 所 有 的 +t 之 tw , 始 
RA) < 一 站 

TER 设 引 理 4,2.,1 的 结论 不 成 立 , 则 存在 一 个 >0 和 一 个 之 tw to, 
PEA -oh A 


) > 1 工 ,又 设 


Ko<h-p 并 TD chew 
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再 由 (4 ,2, 允 知道 对 所 有 的 ema ,有 


iosaj(- hx roe mas. 
Hi = mn IG). ax 10) > L,Viz un. MRS TR MEFE 


inum 
—^tzmhü Vu ARS th <t<e, RIN 10,5) 7 EL BIG)Z IQ) ,由 
此 得 

103) > alt Peed -aMd+e)= Ru 人 Pc). 


som Ro(1~ 2p?) s (1-22?) > case cmm 


WE. 
RASAR 使 得 1 < R < Rs (1-257) meamme o» 
: 
LR,VtIG,4 ,注意 


xm 


1G, +o) zai _ head) | Leo dy > DR. 


如 果断 言 不 成 立 , 则 存在 一 个 日 > 日 to EAn tolti RUE 
I(t) = LR, 3EBH. I0) LR, 男 一 方面 , 当 t + ust uS Bf, 


io >2(1-! bx pe HOO dy = Ry ula - hx)» LR. 


因此 143) > LR, ,我 们 得 到 一 个 矛盾 ,这 就 证 明了 断言 ,然后 用 归纳 法 知 工 (日 
SLR Vist tke, BEM SAM TO) Sr, — 4iX5 EI) I, — n 
Viet, Te. 

3E384,2,109 R R >1, 则 存在 一 个 正常 数 p ,使 得 (4,2.4) 的 任何 一 个 
正解 满足 lim infI (t) >p. 

证 明 RISSIE +a) = - Ät LL +q 时 ,我 们 有 
I(t) I, — «Ern ec 充分 大 使 得 

HSL, socks 

ET (4.2.4) 的 正解 是 最 终 有 界 的 ,容易 得 知 TI(b 是 一 致 连续 的 ,因而 存在 一 个 
0 < c« o(5 c. 的 选择 无 关 ) RANMA rU + ADS 
(I, 一 9 2. 如 果 qs 这 是 我 们 所 希望 的 ,现在 考虑 t< asc ud TU + 
«ais +a ,我 们 有 
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16) =A [  - 1G0/NGOYGOe da 
>a Í O- LN UDE u) du 


t 


Dh- Wl- a 
pan REM ter & py, 


定义 P = min((I, 一 从 有 2,P1). 易 知 对 t St<e tala) Sep MR a> 
,通过 类 似 于 引 理 4,2,1 的 证 明 可 得 知 Se Ste" + q 时 ,I(t) Sp. 

” 根据 引 理 4.2.1, 对 于 (4 2.4) ERE (LOO IN GO) ,我 们 应 该 考虑 两 种 情 
形 , 第 一 , 当 t 充 分 大 时 ,始终 有 I 了 (0) Sl 一 1 第 二 , 当 t 充 分 大 时 [I(t) 关 于 工 
— He MA Fi lim infl (t ) > Pp ,这 是 我 们 希望 的 ,对 第 二 种 情形 ,上 
面 的 论证 表明 当 t 充 分 大 时 I(t) 的 极 小 值 比 p 大 , 由 于 了 与 正解 的 选择 无 关 GE 
384,2.1 HE, 


4.2.2 具有 因 病 死亡 率 和 一 般 种 群 动力 方程 的 传染 病 模型 


现在 假设 没有 因 病 死亡 率 时 种 群 规模 服从 下 面 的 动力 学 方 各 
N =[B(N)—D(N)IN, 
这 里 BIN) 是 种 群 的 出 生 率 ,D(N) 是 种 群 的 死亡 率 ,它们 部 与 种 群 的 规模 有 
类. 我 们 设 B(N) 一 DCN) 在 10,K] 上 是 严格 减 函 数 ,B(K) - D(K) =0, 并 且 
当 N >KEB(N)-D(N) <9. 
和 上 一 小 节 的 讨论 相 类 似 ,可 以 得 知 在 一 些 基本 假设 之 下 ,感染 者 I(t) 和 

种 群 规模 NO 满足 

KO = 0) + [ANGO = 16» BB PU = ied memmau, 

N’(z) = [BON) - DOND]N - f(z). 
为 讨论 方便 ,我 们 考虑 易 感 者 和 感染 者 的 比例 函数 oe) = SCING) = 
LAN Ge) ,在 这 些 记号 下 ,上 面 的 模型 变 为 


iQ) = in(t) » [au - iu) iO PG ~ u) 


+ exp[— [Lett — Co) + BONG) Jap Jav, (4.2.5) 


N (t) (BONG) - DONG)) - ei (ONG). 
现在 把 分 布 函数 P RANE BR StS w 时 , 则 有 


iQ) = [/ a1 - Hd] 
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~ exp] - | [elt - ECH) + BONCp)) dp |du, (4.2.6) 


N’(t) = [B(N(2)) ~ DONGOD — ei (ONG). 
定义 
Je tN 


Rox = 2S DIN)" 


1 eet EUIS 
Ron = A BUND *BOD^ 


a BOLD, 


容易 知道 P, = (0,0) MP, = (0, K ) & Xt (4.2.6) 的 平衡 点 , 除 此 之 外 ， 
系统 (4 ,2.6) 还 可 能 有 绝 灭 平衡 点 和 地 方 病 平衡 点 ， 

定理 4,2.20 系统 (4,2.6) 有 绝 灭 平衡 点 P; = (i, ,0) i >0 的 充 要 条 
件 是 Ry > 1. 系统 (4,2.6) 有 地 方 病 平衡 点 的 充 要 条 件 是 Rk 10 >L 

对 模型 (4,2.6) 来 说 ,有趣 的 是 因 病 死亡 可 能 导致 种 群 走向 绝 灭 ,但 模型 的 
其 它 动力 学 性 态 我 们 知道 的 还 很 少 ,甚至 无 病 平衡 点 的 全 局 稳定 条 件 都 不 完全 
清楚 ， 


$4.3 带 时 潇 的 肺结核 模型 


肺结核 是 由 结核 分 枝 杆 菌 引起 的 慢性 传染 病 ,结核 菌 侵入 人 体 后 长 期 潜伏 ， 
细菌 与 人 体 抵抗 力 之 间 的 较量 互 有 消长 ,在 机 体 抵抗 力 降低 时 或 二 次 感染 时 发 
病 ,因此 ,肺结核 的 潜伏 期 特征 较为 明显 ,Feng, Huang 和 Castillo-Chaved € 把 分 
布 时 河 引 入 到 带 治 疗 的 肺结核 模型 ,首先 考虑 不 带 时 湾 的 模型 


aS -a- &Sy uS nES nl. 
OF = as (ethene, 

di 

LLLI 


=8+E+], 
这 里 S,E,I mets \ 处 于 潜伏 期 者 .感染 者 的 数量 ,4 是 种 群 的 补充 
率 ,c 是 接触 率 ,是 每 个 感染 者 对 易 感 者 的 接触 效率 ,上 是 自然 死亡 率 ,d 是 因 
病死 亡 率 ,k 是 由 潜伏 类 到 感染 类 的 转移 速率 ,ri 是 潜伏 者 离开 潜伏 类 返回 到 易 
感 类 的 速率 ,rz 是 感染 类 的 治愈 率 , 设 患者 治愈 后 进入 易 感 类 
现在 把 从 已 类 到 工 类 的 转移 速率 K 修 改 为 可 变 函 数 ,用 p(s) 表 示 在 忽略 潜 
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优 者 的 死亡 和 恢复 的 前 提 下 ,在 时 刻 t 进 入 潜伏 类 的 个 体 经 过 s 时 间 单 位 后 仍 在 
潜伏 类 的 概率 , 则 —p'( DER SA ER r 时 间 单位 后 从 瑟 类 向 [美的 转移 
设 
p(s) 20, p'G)«0, p(0)=1 


J p(s)ds «9. = p's) 连续 有 上 界 ， 


记 o= Pe MEO RM c ET [BI Bt ARAB RRA ENA HERR MARRS 
A 
站 ed 
在 0 到 tt 时间 段 内 进入 I 类 的 个 体 在 时 刻 t 仍 在 I 类 的 总 数量 为 
LQ) = I eS(s) Ne HW MOE pl (gp = se? asdr. 


于 是 ,得 到 下 面 的 模型 


$= 4 - oS h -pSt Et rl, 
EC) = Bole) + [osto BE PU - speeds, (4.3.1) 


T(t) = yer LO), 

N-S«E«*l, 
这 里 [ = I(0), E, (t) 表示 这 样 一 些 潜伏 者 的 数量 ENE t= 0 时 在 EE 类 ,并 
ae t 还 在 EE 类 , 设 E(t) 具有 紧 支 撑 Mt RANE (1) = 0. 

过 交换 积分 次 序 可 以 得 到 

LG) = f fests) X. ot MOE pr(r s) Orem Jaeds. 

注意 到 
[eee P(e = s)e nte Jar 


(s 
eee | p/Cu)e t m du. 
o 


我 们 可 以 把 上 式 右边 用 函数 a(t — s) RHA. Mid B) = eSGOIGOINGO 
从 而 (4,3, 四 可 以 重 写 为 
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d$ SA- B(t)— pS + nE + ral, 


E(t) = Ealt) +] Boe = sleds, (4.3.2) 


Ke) = de nm fac - s)B(s)ds. 


利用 Miller?! 的 结果 可 以 讨论 模型 (4,3, 邹 解 的 存在 性 ,惟一 性 和 解 对 参 
定义 
Ry = of. alr ide A aD, 


D, = f. pls)e "nds, 


Ds 表示 考虑 死亡 因素 后 的 平均 潜伏 期 , 由 定义 容易 推出 Di 和 De 满足 下 面 的 关 
系 式 


- 1 
|pitratd 


记 Eo = (S E) Io) = (A/#,0,0), FRIESE Ry < 工时 E, BSI (4.3.2) 的 每 
一 个 正解 , 即 疾病 将 消失 ,首先 介绍 很 有 用 的 波动 引 理 ， 
设 f 是 一 个 有 界 实 函 数 , 记 
fo = liminff(z), f^ = lim supf(z). 
28 4.3.19. 设 f 10,0) > 民 是 一 个 有 界 函数 ,并 且 具 有 有 界 的 二 阶 导 
A E n Bf, — o WRH n off EQ ) £5 或 者 ff ) £7 , 
则 有 


D, (1- (p + ry) De). (4.3.3) 


F(t) +0, no. 
有 了 波动 引 理 ,我 们 就 可 以 证 明 下 面 的 定理 ， 
定理 4,3,1 WR, <1, 则 (4.3.2) 的 每 一 个 正解 (CS(t),E(t),I(t)) 满 足 
lim(S(2), E(t), ED)) = Ey. 

证 明 对 模型 (4,3.2) 关 于 EE 和 I 的 方程 求 导 ,注意 到 Eu CO 有 紧 的 支撑 ， 
对 充分 大 的 ,我 们 有 
E'U) = BG) + BCPC- eds (p t EC) (4.3.4) 
和 

IG) = - (aer + IG = SBOP C - emend 


— (p+ rz t+ dye m, (4.3.5) 
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于 是 有 
N’(t) = A — uNGO — dilt) - (p+ r; t dye 651? 

<A - pN(t). (4.3.6) 

由 此 得 
N(t) <NW)e* + aa -e*), 
因而 
nv <4, 
D 


从 而 B(t) = BAINO) #10, 0) E-SCS R, 
现在 我 们 断言 I” = 0. 反 之 Im > 0, 则 存在 一 个 序列 no off, 
t, > %, 使 得 I(t, ) 100, RARE ,我们 设 
ba d 99, Pino off, (4.3.7) 
否则 ,只 需 重新 挑选 t 的 子 序列 使 得 上 面 的 性 质 成 立 , 设 ICt) = sapi ICs) ， 
显然 有 


P= limi (1). (4.3.8) 
由 (4.3,2) 知 
Kisa) = foe nes e |" BC s)altare ~ ad 


+ [E BO alr - s)ds. (4.3.9) 


由 于 B(s) E10, 9) LAF ,存在 一 个 正常 数 M 使 得 
B(s)<M, 对 所 有 的 s C [0, ©), 
再 由 | 8 afs)ds KRIEMA. 3.7) (5n 


“4, 


[PB eaten -sds < Mf” 


a(s)ds 


- (4.3.10) 
«M E a(s)ds — 0,24 n — œ. 
进而 ,由 R 的 定义 和 (4.3.9) 知 
““B(s)aCten — sds < al, als)ds < REG. (4.3.11) 


由 (4,3,9) 一 (4,3,11) 得 
I SRI”, 
这 说 明 Re > 1, 与 我 们 的 假设 Re < 工 矛 盾 ,因而 有 
limI(:) = 0. (4.3.12) 
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再 从 (4.3,2 关 于 E 的 方程 容易 得 到 limE(t) = 0. 最 后 ,从 lim1(1) = 050 
limB(z) = 0. (4.3.2) 关于 8 的 方程 可 知 


Str) = aa - e) + S(De* +[e HM ECs) 


+ ris) 一 BUs))ds ~ 4t> off, 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 , 
当 R。> 1 时 ,文献 [16] 还 利用 波动 引 理 证 明了 疾病 是 弱 持 续 生存 的 ,为 了 
研究 地 方 病 平衡 点 ,根据 Miller 的 结果 (31 ,我 们 应 该 考虑 (4.3.2) 的 极限 系统 


ds I > 
a TAT RS ROHS te + nnl, 


EC) = [BGI ple = 0e ds, 


" (4.3.13) 
I) = fiat - s)B(s)ds, 


BG) = S RE. 
现在 简要 说 明 这 个 极限 系统 是 如 何 获得 的 ,为 简单 起 见 , 只 考虑 第 三 个 方程 , 注 
意 到 


fel- B86) = f att -Bids -| ate -Bods - 
= f. a6 - s)B(s)ds + als)B(s - ds. 
由 函数 。 和 了 的 定义 容易 知道 
fa)B - dds-0, Seow, 


因此 容易 看 出 ,(4.3, 急 第 三 个 方程 的 极限 方程 为 (4,3,13) 的 第 三 个 方程 ， 
X (8',E' ,U) (4.3.13) 的 正平 衡 点 , 记 B”= SUN NS 


i =B" (fet — s)ds fac - sds) 
= B* (Jacas facon) 


E` = B’ De. (4.3.14) 
由 此 得 


NTD T R (4.3.15) 


§4.3 ates ee OIM 


EX S -E' CDU ,由 (4.3, 14) 的 第 二 个 等 式 和 (4 ,3,15) 得 


=N’* 
a (1-2) Di 
N Ro/D, + Dg’ 
E 
N* 


D (1-4) De (4.3.16) 
Ro /D, + De 
又 注意 到 
A=B +a -nE' -rl’, 
B3B IER UA N” JE EURIFE (4.3.14) ~(4.3, 16 8] 8 
N’ = Anf |n + (R - o Pe Ph) (4.3.17) 


注意 到 
riDg +rzDr< riDe+(r+A+d)Di 
=rDetl—-(ptr))De = 1— pDp <1. 
因此 , 当 Ro > 1 时 ,极限 系统 (4,3, 13) 具有 惟一 的 正平 衡 点 (S”,E” ,I* ) 这 个 
平衡 点 由 (4,3,15) 一 (4 3.17) 来 计算 ,其 稳定 性 由 下 面 的 定理 所 给 出 ， 
定理 4.3,2 RR, > 1, 则 极限 系统 (4.3.13) 的 正平 衡 点 是 渐 近 稳定 的 ， 
为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 需要 考虑 Volterra 积分 方程 


X(D) = Pl) + [AG - 2606985 (4.3.18) 


的 平凡 解 X = 0 的 稳定 性 ,这 里 x € R",G(0) =0,G €C.(R">R') FE 
C([0,99) — RF), A É— n Xn MAME ACL) CLO] V £0. 
538 4,.3.300 ” 设 下 列 条 件 成 立 ; 
1) Jacobian 矩 阵 DG(0) 非 奇异 ， 


2) 只 要 Ree 0 ,就 有 det( I, - [eA CDG Ode} 403k LX 


Xxn 单 位 矩阵 ， 

3) 存在 一 个 充分 小 的 >0 188 sup FOA) 1:0<t< of € y FAS 
t> off F(t) — 0. 
则 当 +，o 时 ,X(D > 0, 

定理 4,3,2 的 证 明 令 S=S-S = 了 -ETI=I-IN=N 
一 N” ,用 这 个 变换 把 正平 衡 点 平移 到 原点 ,然后 需要 把 (4.3,13) 的 第 一 个 方程 
从 微分 方程 改写 成 积分 方程 ,为 此 目的 ,把 (4.3,.13) 的 第 一 个 方程 改写 为 


S(t) = aa —e*) + Se" 
， (4.3.19) 
+ GEG) + Hs) - BCe as. 
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由 于 (S'E ,1" ) 是 平衡 点 ,因此 有 
s = ÂA- er) + Se 
z 


à (4.3.20) 
bos +d ~ B')etfo?gs, 
这 里 B”= BI AN’. 1E (4.3.19) 和 (4,.3,20) 相 减 得 
S(t) = SG) + (rigs) + ral(s) 
o 
- GG) - B° eas, (4.3.21) 
这 里 
Sol) = S()e", — BC) = of (4) +8") A 
类 似 地 ,从 (4.3.13) 的 第 二 个 方程 和 第 三 个 方程 得 
E) = pl- 2e me») - BY Dds 
+ fie — seve (B(s) — B' ds, (4.3.22) 
10 = f a6 - 0) - BY dds 
+ att = B6) - B ds. (4.3.23) 
A TH8 (4.3.21) — (4.3.23) & È (4.3.18 EX , 令 
E 
X=/EI, 
1 
SQ) 


FW) = foe — se" (Bs) — B* )ds 


fae od - 88 


0 -= pne e" 
A(t) = |0 p(oe 0 | 
0 alr) 0 
S 
G(X)-| B-B]. 
mE+r,l 
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下 面 验 证 定理 4,3,3 的 条 件 都 成 立 ,为 简化 表达 式 , 令 
S" E` 


z= NU v= NU z = 
注意 到 
1 0 0 
DG(0) = joz(y+2) -ozz ex(x *y)|, (4.3.24) 
0 n r 
计算 得 detDG(0) =- r, wz #0, 因此 定理 4,3,3 的 条 件 1) RE, 
接着 验证 条 件 2) ,直接 计算 A( DGO 得 
—e"m; e" (m; * ri) e(r,- m) 
mE | 
a(c)m; -a(r)m; a(r)m, 
其 中 
m; = ex(x ty), Mı = OXZ, m3 = ox(y +z). 
于 是 
H(A) = del -| eA) DGO)de ) 
oga e me | 
= det) m P(A) 1m POA) -m PO) | 
-miQU) mA) 1-mQ(Q) 
其 中 
P(A) = [Foe tenth de QU) = fracoetar. 
简化 得 
H(A) -1+ oe uc (m+ am a(c)e* de 


af rte 


为 了 容易 估计 | H(X)1 我 们 把 积分 | pe ende Af aleta se 
示 , 由 a (t) 的 定义 得 

[pC em de =-(atrntd+ xf «coena, 

R e 
于 是 有 
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pta ptn tÀ 


rım, Pa 全 ae 
eta eter, ta | alee dr 


ms mz | 


| H(A) E 


TM 


注意 到 当 Re 之 0 时 ， 


If a(r)e*dr | D,. 


又 注意 到 
z=% =} 
N' R? 
oD, = Ro, 
(mi + m,)D, = ox(x + y+ z)D, = 1, 
maxir;D,,Gr; +d - r)D, < (rj; * d t+ p)D, 2 31- (p+r)D « d. 
从 而 , 当 Rex 之 0 时 ， 


~ ms mz 
LHO > het 


m2(r2 +d, — rj) 
ptr a D79. 


容易 知道 ,对 任 给 的 y > 0, 存 在 8$>0 ,使 得 当 1S( al <4, IECO IK 
&. ICD I | RA supll FC) 1:0 c < %| < a EB EE co oo Bf, 


F(1) 0. IE EE 4,3,3 的 条 件 3) 成 立 ， 
Feng 和 Thieme 还 把 感染 者 分 成 n 个 阶段 ,然后 引入 阶段 时 滞 ,建立 了 感染 
者 带 阶段 结构 的 传染 病 模型 ,进一步 地 学 习 可 阅读 文献 [ 19,20] , 


nn 
- [cm mon + BMD, + 


$4.4 含 隔 离 时 潇 的 传染 病 模型 


Feng 和 Thieme 在 文献 [ 18] 中 提出 了 有 隔离 影响 的 传染 病 模 型 


dS _ a I 

Ao AcoS-eSx. 

H=- (errr ost, 

fe =~ HF OQ 4H, aa n 
dR 

d oon, 
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这 里 $ 是 易 感 者 的 数量 ,I 是 已 经 染病 但 尚未 隔离 的 感染 者 的 数量 , Q 是 感染 者 
被 隔离 的 数量 ,R 是 恢复 者 的 数量 A 是 未 被 隔离 的 成 员 的 数量 ,这 里 的 基本 观 
点 是 ,一 些 患者 由 于 呆 在 家 里 ,, 或 者 在 医院 里 接受 治疗 而 对 易 感 者 没有 传染 性 ， 
Feng 和 Thiemd 5! , Hethcote, 550 RUE ERU! 均 证 明了 隔离 会 引起 传染 病 出 
现 周期 波动 ,使 得 模型 的 动力 学 性 态 有 较 大 变化 , 原 三 领 3 把 隔离 时 灌 引 入 到 
模型 (4.4.1), 用 * 表 示 隔 离 时 间 , 则 模型 (4.4, 卫 修改 为 


g- A BS eS, 

a =- (p+ DEP 

E =- pQ +r rili- r)”, (4.4.2) 
aR —- eR + rl(1 — ce, 


A=S+I+R. 
Si oo 时 ,种 群 规模 NO > Ae AWATERE RRA D. 
经 达到 了 它 的 极限 值 , 即 N(t) SAPAN" ,因此 ,可 以 把 模型 (4.4.2) 简 化 为 


d. IER. 

q^ (Ge nr e el! Us). 

do -- Qu ri( er, (4.4.3) 
oR op Hr Dern. 


模型 (4.4 ,多 的 再 生 数 为 Re = (P+ r) MAR 50] 证 明了 下 面 的 结论 ; 当 
R <1 ,无 病 平衡 点 E = (0,0,0) 是 全 局 稳定 的 : 当 Ro >1 时 ,模型 (4.4.3) 
还 存在 惟一 的 地 方 病 平衡 点 EE”= (I”,Q” R) 其 中 
E = URL DNTY[R + ER te Dh 
Q-lü-e"mr, 
R' = PE "p. 
地 方 病 平衡 点 了 ”= (I”,，Q”,R" ) 全 局 稳定 的 研究 十 分 困难 ,目前 只 能 用 
Liapunov 12 函 方法 得 到 局 部 稳定 的 充分 条 件 ， 
定理 4.4.1 WRA 


re" <2p, 1< Ry SV rlQge" - 7), 
则 地 方 病 平衡 点 EE”= (IQR) 是 渐 近 稳定 的 ， 
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证 明 $zx-I-Il'y-Q-Q'z-R-R .对 模型 (4.4.3) 做 变 
换 然后 再 线性 化 ,得 
dr. cl" WT +R) ol* 


dU N-R 7 (NT QP? NT = Q"* 
B =~ py tre — rae — De, (4.4.4) 
B = petral- ce 
又 令 J = y +z, 则 系统 (4.4.4) 变 为 

dr __ ol” s E + R* M _ M ol” 

d 7 N-q (NU GO z) NOQ? 

d atre, (4.4.5) 

B S- pz rel= ee" 


经 过 变换 以 后 MA EA AE PA HM ,这 使 得 Liapunoy 泛 函 的 构造 相 
对 容易 一 些 , 令 
N=" a, Ve = tk P. 


Vu cp 2r(N - Q^) 
TEE BR (4.4.5) 的 解 求 导 得 
dV, /— aR’ +R 
de NIE at (ye -q je. 
Wye dt UFR) 1 
à w-qU HN-qXy: 
再 令 V = Vac Va m 
dV, _ uho lyp. 
de (1 Jr RQU 
现在 构造 
Vey, types + 二 mr ef. 2uddu, 


这 里 w > 0 是 一 个 待定 常数 ,利用 上 面 几 个 计算 结果 容易 得 到 


S =- E(1 -h -ret wl pe? e| eee) 


ttr w(t) -zt 一 r)) 
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+ wlr e- D 
=- [(1 -jrw eye 2 w(gre" -zj] 
o 
1 
Eig) 
在 定理 的 条 件 下 Ja Rail v «co ,并 且 等 号 成 立 HR CETT ,x 和 =z ANAF, 
从 而 ,地 方 病 平 衡 点 是 渐 近 稳定 的 ， 
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依靠 媒介 传染 的 传染 病 是 非常 多 的 ,如 症 疾 是 通过 蚁 子 来 传播 的 , Cooke 在 
文献 [ 10] 中 提出 了 一 个 通过 媒介 传播 疾病 的 数学 模型 , 建 模 的 思想 为 ,不 带 病 
的 媒介 在 与 感染 者 楼 触 时 ,感染 者 把 病毒 传 给 媒介 ,而 带 病 的 媒介 在 与 易 感 者 楼 
触 时 又 把 疾病 传 给 易 感 者 ,假设 不 带 病毒 的 媒介 被 感染 后 经 过 时 间 t 才 有 传染 
力 ,又 假设 媒介 种 群 的 数量 足够 大 ,使 得 具有 传染 力 的 媒介 在 时 刻 上 的 数量 与 感 
染 者 在 时 刻 t — :的 数量 成 比例 ,因此 ERA RAE BC 9. 
Bererta 和 Takeuchi?) 对 此 作 了 改进 , 他 们 把 疾病 的 潜伏 期 从 离散 时 漠 改 为 连续 
时 法 ,把 疾病 发 生 率 用 下 面 的 表达 式 来 表示 

Bof reor - r)Mr, (4.5.1) 
这 里 积分 核 上 ( 眉 表示 洪 伏 期 长 度 为 z 的 媒介 在 整个 媒介 种 群 中 所 占 的 比例 , 进 
而 ,我 们 设 f( Y SER ÉD ER, =[0, 0) 上 平方 可 积 ,并 满足 
F Adr =1, f roar <0, (4.5.2) 
根据 这 些 理由 ,把 文献 | 10] 的 模型 修改 为 
S(t) = p - uS(t) - [fore - 5)ds, 


rays BOS reor —s)ds- pie) - MG), 659 


R(t) = AGO — eRGO, 
这 里 是 种 群 的 出 生 率 和 死亡 率 ,B 是 有 效 接触 系数 , 和 是 感染 者 的 恢复 率 , 由 
于 种 群 的 总 规模 N 趋向 于 一 个 常数 ,为 方便 起 见 ,我 们 设 N(t) = S(t) + I(t) 
+R(t) = 1. 
显而易见 ,我 们 只 需 考虑 (4.5.3) 的 前 两 个 方程 , 即 模型 
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S'G) = p - pS) - BY A - ds. 
" (4.5.4) 
W(t) = BSC] FOE = 4s - QD - aL). 


我 们 将 在 区 域 
中 =103S,DERolS+T < 魏 1 
上 考虑 模型 (4.5.4) ， 

无 病 平衡 点 为 E = (1,0). 45 B> p+ ABT E23 (4,5, 4) 有 惟一 的 地 方 病 
FEAE = (8° 1) = (Cet 378, eA - 8' 7B). 下 面 分 别 讨论 这 些 平 
衡 点 的 局 部 稳定 性 和 全 局 稳定 性 ,首先 介绍 所 需要 的 基本 定理 ,考虑 自治 泛 函 微 
分 方程 

w(t) = fa). (4.5.5) 
Wx = 0 是 (4,5,5) 的 平衡 点 ,为 了 给 出 (4,5, 纺 的 初 值 函 数 空间 , 设 g:(- 0 
O]> [ 1,09) 满足 ; 

D g 是 连续 的 非 增 函数 ,g(0) = 1, 

2) Su Bí ,g(s + u)/g(s) E(- 00] 上 一 致 地 趋向 于 1, 

3) Zi gs — oo Bf g(s) 09. 

例如 gls) = es“ ,>0, 就 满足 这 些 要 求 ， 

我 们 根据 函数 g 来 定义 


uC, = | € CU- 9,0], go sup LAO?! 


SURG) T 


Hs) , 
F EC 0,0] 上 一 致 连续 | 


we € UG ,定义 


1 = sp Bt 


我 们 把 UG 空间 作为 系统 (4,5,5) 的 初 值 函数 空间 RE UC, 空间 上 泛 函 
f 满足 Lipschitz 条 件 ,由 Kuang 的 专著 [27] 知 AAG. 5.5) 初 值 问题 的 解 是 存 
在 惟一 的 ,并 且 还 有 下 面 的 稳定 性 定理 

定理 4.5.1 Kay 和 ww ZENER, 上 的 非 负 、 连 续 函数 ,满足 w (0) = 
w (0) = 0, lima (r) = + o, 如 果 存 在 连续 泛 函 Vi COR ,满足 

V) a CI$0) D, VD lass) <- w(l$(0) 1), (4.5.6) 

(4.5.5) 的 解 x = 0 是 渐 近 稳定 的 ,并 且 每 一 个 解 是 有 界 的 ;如 果 当 r >0 时 ， 
还 有 wlr) > 0, 则 x = 0 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 

对 于 模型 (4.5.4) 来 说 ,我 们 把 初 值 函数 空间 取 为 UG (n = 分 , 则 初 值 问 
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题 的 解 是 存在 惟一 的 ,下 面 讨论 平衡 点 的 稳定 性 ， 
4.5.1 ”局 部 稳定 性 
定理 4.5,2 只 要 地 方 病 平衡 点 E, 存在 , 它 就 是 局 部 渐 近 稳定 的 ， 
证 明 “对 (4.5.4) 作 变 换 um = S 一 S”,u。= [一 1”, 然 后 线性 化 得 
wA) =- QU + pu ~ AS Prou - s)ds, 


c (4.5.7) 
walt) = Blu — At pay + sf fGYusG — sds. 


构造 Liapunov 泛 函 


VG) = dao + dtu (o) + ult)? + sas [rol ulCo)dvds, 
这 里 w > 0 是 一 个 待定 常数 .注意 到 
VG) S uO D = tw) + i OY. 


由 于 w > 0,w 是 ul 和 u, 的 正定 二 次 型 ,因此 ,mm SOD a = 0 的 充 要 条 件 
是 1 u(t) | 0. 另 外 容易 看 到 lim a(l w(t) D) = om， 


计算 Vu) 沿 模型 (4,5,7) 解 的 导数 得 


LV) has = c pad + t wu? EST id 


+ BS" 四 网 -dy+[B — wh2p + A laruz 


- Ae [roue ~s)ds. 
MER w= A A2k + 为 ,注意 到 


AS af rmt - Das <4 BS" + Ep S OG- s)ds. 
如 果 记 wll u(t) 1) = gw(ut + ud) = pwl u) P LER 
VG) las -pwu A+ p+ w)ui + BS ii 
E wll uf) D. 
由 定理 4.5.1 知 ,(4.5.7) 的 平凡 解 u = 0 是 渐 近 稳定 的 ， 
现在 考虑 无 病 平衡 点 E, 的 渐 近 稳定 性 ,为 讨论 方便 ,我 们 考虑 变量 (1,R)， 
而 不 是 (S,I1), 利 用 S+I+R = 1, 我 们 有 
TG) = ga - 10) - RGD F AOU -ds = aC - AO. 
R'(t) = AG) — R(t), 


(4.5.8) 
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Hel =0 和 R = 0 线性 化 得 
TG) == (pt AID) + 8[ A - ds. 
R'(1) = A(t) - R(t). 
对 这 个 系统 来 说 ,我 们 有 下 面 的 特征 方程 
(A+ HCAtPA+A- P(A = 0, 
其 中 F(A) 是 f(s) bI Laplace tH, 由 于 一 个 特征 根 A — — p 0, 我 们 只 需 考 
BHE 


(4.5.9) 


A+tp+ì- BCA) =0， (4.5.10) 
注意 到 (4.5.10) IEEE (4.5.9 58 — 77 S EA, ,因此 只 需 考 虑 方程 


ro) =- (u+ DIE) +B S FOG - s)ds (4.5.11) 
的 平凡 解 1 = 0 的 稳定 性 ， 
定理 4.5.3 E, 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 是 
BR< eta (4.5.12) 
证 明 定义 Liapunov 泛 函 
VL) = 12) +B [rof odvas. 


计算 了 沿 (4,.5,1D 解 的 时 数 得 
V'(L)=(B- p- ÐI). (4.5.13) 

因此 , 当 (4,5,12) 成 立时 ,Eu 是 渐 近 稳定 的 ， 

接着 我 们 证 明 必要 性 部 分 ,首先 考虑 B pt 入 的 情形 ,利用 反 证 法 ,假设 
(4,5.11) WT = 0 是 稳定 的 , 则 对 任 给 的 。>0, 存 在 一 个 8$> 0 8x e SH 
(EBM 9 LES NH BEI S() « 8, 8 € (— 0,0) PE, RMA I(t) < et 
E10,%). 现 在 我 们 进一步 要 求 初 值 函 数 $ 不 在 (一 09,0] E 52 T 9.9 VA 
Xn Vg) = a>0 以 及 

V x I(t) + BTmaxle,81 = I(t) + Te, :>0, 


其 中 0<< 工 = [rosas <o, 利用 这 个 不 等 式 和 (4.5.13) 得 


WU) SB- p - 3VGOD - (B- —A)BTe, VI) = a. 
由 此 得 


VG) > BTe + (a — BIe)expi(g - p — ade}, 
因此 , 
I(t) > VU) - BTe > (a — BTe)expl(g - p — Adel. 
这 说 明 , 如 果 我 们 取 0 < e< w( BT) JU&limI(z) = % ,这 与 = 0 的 稳定 性 
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THÉ. 
2j B= p+ oif. 4.5.13) 表明 VL) =C, RE C 是 一 个 常数 ,再 由 
V(I ) 的 定义 知 E, 不 是 渐 近 稳定 的, 


4.5.2 全 局 稳定 性 

现在 考虑 平衡 点 的 全 局 稳定 性 

定理 4.5.4 EPMA E, XTÉGDO-IG,DCen:s«sS «ri 
全 局 稳定 的 ， 

证 明 ”为 了 证 明 方 便 起 见 ,我 们 采用 变量 (I,R), 这 样 我 们 只 涉及 到 一 
微分 积分 方程 ,考虑 

TCD = ga - io) - RODS FOIE ~ 24: - BS" 10). 

R'(1) = Al(t) - &R(GD), 
这 里 (1,R)E 0 =i, RIC RII+R<1 EZÉ us I-I, un SR 
-R', 得 


(4.5.14) 


WCD = B7 — (E) ~ wel] Fas 7 sds 


- BCS" +E Ju(t) - BU us), 
u(t) = An) ~ punt). 
我 们 将 在 区 域 
= (usu) € R'I- P x uw, R? iu ui tui KS] 
上 来 考虑 (4 ,5.15) ,考虑 Liapunov i? Hi 


VG = Studs Ead e gun es f ro duds, 


这 里 w 是 待定 的 正常 数 ,如果 大 = minlwi w), WA 
Vu) Ze kui le) + uh (2) 2. 
选取 w 和 w 使 得 ~- wi Bl” wà = 0. 计 算 V(u ) 沿 人 4.5.15) 解 的 导数 得 


(4.5.15) 


VG las =~ wen - dre RU! + Sd 
+ pS" ca - uu [ Asda - s)ds 
-wa + SOS flake - sdds 


=- w pu? — Zoek f KG) - A(t) o(t,s) Ids, 
这 里 o(t,s) = olla GJ ,u(t - 5)), 工 表示 向 量 的 转 置 ， 
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aa) = K+S -3 cuc) 
-(S' =u — u) ras | 
矩阵 A 正定 的 条 件 为 
-I <u tu, <` +25". (4.5.16) 


由 于 在 区 域 Oo bu + us <5 ,因此 (4.5.16) 的 第 二 个 不 等 式 显 然 成 立 , 现 
在 ,对 任 给 的 。>0 ,考虑 区 域 @. = {u € Q* lu tu, m— ED +e| .对 任 给 的 
u € 9 ,用 % 表示 A 的 最 小 特征 值 , 则 有 >0, 于 是 
v (r,s)AC) vs) > À Qul) + uit —5)). 

从 而 ， 

VG) lasis S- waah - ds BA [+t AO- 0] 

x O(uj + ul) 

KES = minlws pw BAL21 3X UL 08 (4.5.15). 的 解 u = 0 关于 y 是 全 局 稳 
定 的 ,注意 到 xl + wz > 一 J" SUTICRBR'SGUEXSUTSCS'MDP. 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 ， 

文献 [ 7] 还 证 明了 ， 

定理 4.5.5 23 B p+ X 时 ,E。 是 全 局 稳定 的 ， 

Berreta 和 Takeuchi”! 还 考虑 了 模型 


S(t) = b= maS(D)- 8[ rci - s)ds, 


ri) = [GG -ad -ar ar), SAD 


R(t) = MG) — ji, RO. 
与 模型 (4,5.3) 相 比 ,这 个 模型 准许 易 感 者 .感染 者 和 恢复 者 有 不 同 的 死亡 率 ,并 
且 准 许 种 群 的 输入 率 与 死亡 率 不 同 ,他 们 得 到 了 与 文献 7] 相 类 似 的 结果 ,文献 
13] 进 一 步 考虑 了 模型 


S'G) = &- SC) -8 | 1G = dst. 


VG) = BOJ ro ~ dns) - pot) — A), — (59 


R) = AIGO -p R(t), 
这 里 假设 p <mini pa p31 BM Ri [0,5] R = (- 0,0) 是 非 减 的 ,具有 有 
界 变 分 ,并 满足 
fiano) = pr) - (0) = 1. 
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模型 (4,5,18) 的 无 病 平衡 点 是 Eu = (8,,0,0) RE S =e 4 
bo. uita 
n > a (4.5.19) 
时 ,模型 (4,5,18) 有 惟一 的 地 方 病 平衡 点 E, = (8° 1° RT ) ,其 中 
fata AS a Alb- uS?) 

= ， © s — E, R= m. 

8 BS 1385 

Mp c8 时 ,文献 [3] 证 明了 E, 是 全 局 稳定 的 ,并 且 研究 了 地 方 病 平 
CANS REE, 

Jun — Db TIRE BS D 2573 P ,Tacheuchi 和 Bererta 的 


论文 [2.531 ， 


st 
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Srp) 考虑 了 依靠 媒介 传染 的 SIRS 模 型 ,并 且 从 建 模 方 法 上 也 对 文献 [ 3 
作 了 改进 ,下 面 介 绍 文献 [26] 的 工作 ， 


4.6.1 模型 的 建立 


做 下 面 的 假设 ， 

(H) 所 考虑 的 疾病 用 SIRS 模 型 刻画 , 设 各 类 人 群 ( 易 感 者 X ,染病 者 了 , 移 
出 者 Z) 的 自然 死亡 率 是 相等 的 ,新 生 儿 是 易 感 者 ,b 是 出 生 率 ,染病 者 个 体 有 
因 病 死亡 , 因 病死 亡 率 为 c, 总 人 口 N 不 是 常数 ; 

H) 媒介 (如 蚊子 等 ) 被 分 为 易 感 者 类 V, 和 染病 者 类 Vi , 易 感 媒介 仅 被 染 
病人 群 传染 , 当 易 感 者 媒介 V 被 染病 者 传染 后 ,经 过 时 间 “ zm 0 , 才 变 为 染 
病 者 媒介 V: 

H) 假设 易 感 者 人 群 仅仅 被 媒介 染病 者 所 感染 ,媒介 和 人 群 充分 混合 ; 


(H,) 媒介 的 总 数 是 常数 日 其 数量 是 很 大 , 远 远 超过 人 群 总 数 , 即 e = 六 < 


1, 媒 介 的 出 生 率 和 死亡 率 是 相等 的 ,用 “ RE E Vy = V, + V. 
根据 假设 (H ) ~ (H ), 对 人 群 可 建立 下 列 SIRS 流 行 病 动力 学 模型 
px@) =~ BX(t)V;(t) — X(t) + BN, + aZ (e), 
SY) = BXCOV,G) - (A tA c OYGO, (4.6.1) 
lea =Ay(t)- (a *30Z(0. 
这 里 是 易 感 者 人 群 和 染病 者 媒介 的 有 效 接触 系数 ,上 和 hb 分 别 代表 人 和 群 的 自然 
死亡 率 和 出 生 率 ,，N, 代表 人 群 的 环境 容纳 量 ,和 代表 人 群 染病 者 的 恢复 率 ,ce 是 
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因 病 死亡 率 ,是 失去 免疫 率 XH w, BD, PER ER, 

下 面 考虑 媒介 种 群 模型 ,把 媒介 分 为 易 感 者 V, 和 染病 者 V, | 两 类 AM at 
表 媒 介 的 出 生 和 死亡 率 ,假设 新 出 和 的 是 易 感 者. 氏 代表 易 感 者 煤 介 和 染病 者 人 
群 的 有 效 接 触 系数 , 则 媒介 满足 的 方程 为 

V(t) =- Ke "Y(t - 1) V(t =r) - 9V, (GO + à(V. (0) + ViG)), 
| V(t) = Ke* y(t - 7) V,(t - r) - 8V,(1£). 

(4.6.2) 

由 方程 人 4.6.2) 可 看 到 :对 tty, Vp (t) = V, (4) + V, GO) 9 Vr OS ) 成 立 , 即 媒 
介 总 数量 是 常数 , 由 假设 (HI ) 可 得 


€ =i 
下 面 给 出 两 个 无 量 岗 时 间 纯 量 
a= KNot, P= KVrt 
à 
si = HO, ey = HP, goo = ED. 
些 是 各 类 无 量 网 种 群 变量 .而 
ao ÑO, ay XO 4.6.3) 


Vr 
是 无 量 纲 媒介 变量 
据 此 ,可 得 无 量 岗 媒介 方程 为 


eee -out-o -giao 
dv . do (4.6.4) 
dp dp 
注意 到 0 < y(t), «CO IQ) <1, 由 (4.6.4) 易 得 
d N, 
RIS =U (4.6.5) 
由 于 e = Ñ K1, 由 (4.6.4) 及 (4.6.5) 可 得 
r 
du du, 
E dp = 
即 4 ,4 近似 于 停留 在 平衡 点 ,因此 ,有 
v(e) = SPKNIG Pelt = t), 
(4.6.6) 


u(t) + vw) = 1, 
v(t - r) = v(t). 
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由 上 式 可 得 
1 
u(t) = ——Ruu——————. (4.6.7) 
1+ EN =r) 
RIES AERC “P 是 充分 大 ,使得 ~KNo <1 成 立 , 即 有 
es > KN,. 
从 而 由 (4.6. 人 可 得 ; v= 1A Va) > Vr ,因此 ,由 (4.6.6) 式 可 得 
vle) = Sent - r1). 
这 等 价 于 
vo) Yeo. (4.6.8) 
对 方程 (4.6,1) ,采用 无 量 网 时 间 变换 E ih (4,63) HL (4.6.8) SERI 
IS? L Bote) (s — c) - pSlo) + b + aRGD, 
PESE (4.6.9) 
dRG) L Ao) (p+ @) Ro), 
这 里 
a BVre™ E _ 
E $ , HC RN,” a= KN; 
b= È c= Ë aua. 
KN,’ KN,’ KN, 


为 方便 ,仍然 用 “t" RE or 代替 g, 因此 KA (4.6.9 5A 
S(t) 2— By S(t) it — 0) — pS(t) +b + aRGD, 
U(t) = BSDE- 0) - (uA * IO), (4.6.10) 
R(t) = A(t) - (p + @) R(t). 
JE — T SEIL ER B RAK “d 的 SIRS 流行 病 模型 ， 
为 了 把 模型 (4.6., 10) 修改 的 更 加 符合 实际 ,假设 媒介 种 群 的 潜伏 期 不 是 相 
FAQ MEERA EO h] 上 的 一 个 分 布 参数 ,这 里 “h "(h CR ) 是 潜伏 时 间 
"e 的 上 界 ,因此 ,把 模型 (4.6,10) 中 的 传染 力 
R8COIG — 3, 
用 


" 
go [reor — rdr 


+ 242 - 第 4 章 带 时 游 的 传染 病 模型 


A EH B = BY/8,“ 广 是 关于 一 个 潜伏 时 间 “ 的 非 负 连续 分 布 函 数 ,为 
了 方便 起 见 ,我 们 设 
fi rear zd. 
在 这 些 假设 下 ,系统 (4.6.10) 成 为 
SG) == BsCO[ AG = sds ~ pS(1) + b + aCe), 


rO = SCO AAE - sds — (p+ A+ OO), (4.6.11) 


R'(1) = Alt) - (a + a)RCO. 
4.6.2 模型 的 稳定 性 分 析 


考虑 系统 (4.6.,11). 首 先 , 容 易 证 明 n = S+I+ RR 是 有 界 的 ,事实 上 ， 
a’(t) = S(t) + (t) + R(t) = b— mt) -d(t)s b — m(t). 
因此 ,对 充分 小 的 。> 0 ,一 定 存在 T= Tlen) >0 使 得 


n(t) Set 2, 对 +> 工 (4.6.12) 
RE, 


f, = (S.I, R) € RÈIO< n =S+1+R<er Fi, 
&(4.6. 12) 9148 :方程 (4.6.10 AETHER AA A KR Q ,因此 , 关 
于 方程 (4.6.10 平衡 点 的 稳定 性 分 析 ,我 们 仅 限制 在 区 域 Q E. 

通过 计算 , 易 得 下 面 两 个 结论 


1) 当 
E (4.6.13) 
成 立时 AA (4.6. UD 存在 地 方 性 平衡 点 也 , = (8° 1° R), 这 里 
E= (4 a = ae E eY Ba ag Ed * 5] 


2) 方程 作 .6.11) 总 存在 无 病 平衡 点 Eu = (S^ LE RT) = (4.0.0). 


下 面 研究 无 病 平衡 点 的 稳定 性 ， 
定理 4.6,1 当 
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成 立时 ,方程 (4.6.1D) NERTHA E, i (0 e< EEA) 内 
mime, 

RR UTR ORA OE 

下 面 考虑 方程 人 .6. 11) 的 地 方 病 平衡 点 EE 的 稳定 性 .对 方程 (4.6,1D 做 
变量 变换 u, = S(t) ~ S ,xz = 1- uy = R-R* ,可 得 


a’) = (pF + pu, - BS [Asante — s)ds + aus, 


[5 = plu, + 后 | Date - ds - (p +A + us, (4.6.14) 
u’, = àuz — (p + ads. 
Faz (4.6.14) 的 初 值 属 于 Banach 空间 
C= [$ = (5,$,,6) 18,00) = #,(0),45(8) 一 页 (0)， 

8€ [-^,0],$; € C(L- 5,0], R), (4.6.15) 

($,(00,$,(00,$,(00) € Qt, 
这 里 

Q' = Gg uiu) € RI- (S +7" € R7) 
Kup tu ru Re cC eI! eR). 

下 面 来 研究 地 方 策 平衡 点 E 的 全 局 渐 近 稳定 性 ,定义 


T= Í tf(r)dr. 


定理 4.6.2 roo «12 E Swe 
s «8« 20-9) -4， 
tate 


并 且 使 下 列 条 件 成 立 
1) h < min Q8)" o DoS > 

2) b+ x) < SIA(A ~ S) + 4], 
WABG@.6.1) 的 地 方 病 平衡 点 E 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 

证 明 ”对 任意 满足 S < S < A 的 正常 数 ,定义 

fs=1(5,1,R)E Q ISSS). 

我 们 将 证 明 下 列 两 个 命题 是 真 的 ， 

命题 4.6.1 WHES' <S<A 的 任意 正常 数 $ ,如 果 h < (28) Ha, 
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则 方程 (4.6,11) 的 任 一 非 负 解 最 终 将 不 会 停留 在 区 域 OO. 内 ， 
命题 4.6,2 如果 条 件 1) 712) 成 立 , 则 方程 (4.6.11) 的 任 一 非 负 解 最 终 将 
停留 在 区 域 Q 内 ， 
命题 4.6.1 的 证 明 类 似 于 文献 18] ,在 此 略 去 其 证 明 , 下 面 我 们 给 出 命题 4.6.2 
的 证 明 ,用 反 证 法 , 若 不 然 , 则 由 命题 4.6.1 可 知 ,对 满足 8S c8, <8 <A 
的 任意 正常 数 ERE THAT fi LRL LE et C, cuu < 
Up n> © Bt, >+ o%, 使 得 对 满足 方程 (4.6.11) BRE (S CO IO), 
R(t)), 有 
8G) = $,8(7,) 2 S.S, KSU <5, X n x E ESL (4.6.16) 
3B 8G, ) SOR. (4.6.11), T 
$-8,2 SG.) - S(4) 


=~ g [sco forts - odvdr - y f soav 


(4.6.17) 
HOU, - n) + af" RGOde, 
由 文献 144] 中 的 波动 引 理 , 从 (4.6.11) 得 
R <hr, Ro > pale (4.6.18) 
又 因为 1” <Ê Amite 
Roe < (4.6.19) 


因此 ， 
$-8-8,4 Bl SO fers -rdvdr + wf S(o)dv, 


对 充分 大 的 ,由 (4,6,16),(4.6,17) 和 (4.6,19), 并 由 条 件 1) 和 2) 得 
b x), —2,) So S$—-S,4+ pS, - 4). 
由 上 式 可 得 
5-5, 


一 一 一 一 一 .6.2 
t. B 3) - i5, (4.6.20) 


t.- 
$-8, a §-s* 
bd +x)— pS, A+) - pS 
(4.6.11) 也 可 得 


>h, MS —8'. (4.6.21) 
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(SQ) + iy =- (gea ec ue Jis@) + 10» 


+a 


stele t si) AI 40) + RUG) +b. 
pia puta 


又 由 波动 引 理 4.3.1 和 Jr < 4, 有 
(^ tate -,*2 Js + IG». 


mte te) X pug 4b 
7 pta - +a a 
ma. bl- 2). 
pta 
由 上 式 可 得 
(S(t) + [to ZA. 
HEES < A 成 立 , 则 上 式 隐 含 着 :对 充分 小 的 正常 数 1 一定 存 在 充分 大 的 个 
> 0 ,使 得 对 t+ 之 T, ,有 


SQ) + e) SA - y=H(y) > S. (4.6.22) 
因此 ,对 充分 大 的 v, APA SORT S” 的 S$， ,由 (4,6,2 ) 式 可 得 
Ia’, — DH(D -S(t — 9. (4.6.23) 
由 (4 ,6,20) 和 (4.,6,21) 式 可 得 
bh 0< och. (4.6.24) 
从 而 ARH (4.6.19) #1 (4.6.23 1% 
I’, -J2SH(Y-5>0, 0< ch. (4.6.25) 


BLAM p (E 1) $812) 可 证 明 SQ) « 0. SE E , 4.6.1). (4.6.25) 
和 (4.6,19) 式 可 得 


S(t) =- gs" [reor - cdr — aSQ^,) +b + aR) 


=- È J AOU,- ode iB +b + RC) 


< 8 ome, — c)de — uS + b + aR” 
<- SIH) - S] - pS + b(0 x) 
= G(S.9). (4.6.26) 


根据 条 件 2) ,得 

G(5,0 =- S[p(A-S) +p] +o +2) <0. (4.6.27) 
BU, (4.6.26), (4.6.27) UX GCS, PM 1 的 连续 性 可 得 :对 充分 小 的 9 > 
9,8 8 ((,) s GGG, 9 « 0, MAAS S ,) PONTE KHER THe 
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4.6,2 的 证 明 ， 
下 面 用 命题 4.6.1 和 命题 4.6.2 来 完成 定理 4.6.2 的 证 明 , 构造 下 面 的 


Liapunov 3? fi 


VG,S,L,R)- S-n tgal- 8" +I- +R-R' È 


tdf rof! UG- 1 audr + F(R - R7 Y. 
这 里 wi ,wz 和 ws 是 一 些 正常 数 ,将 在 后 面 做 出 选择 , 由 命题 4.6,2, 对 满足 S” 
<S< AMS ,一 定 存在 充分 大 的 T >t ,使 得 对 + > T,.8 80) <8. 
H arm Ty ,V(t,S ,LL ,R) REDE (4.6.11) 解 的 导数 为 
V(,S,L,R)--8[l(S-S') «(a- ry] 


-l[rotoc.oBG.sgre o, OO 
这 里 8 是 正常 数 , 稍 后 做 出 选择 ,矩阵 BOO 为 
Xu cà + bey Qu ca Yn — a p 
Qu + chu, 2hw(utc)-w —8] wQutc)-Xw, 0 
Yan, — a wap t+c)-h Awyu tuluta) 0 
B 0 0 Zus 
而 
Q(T) = (SG) - S' ,72) - 1", RQ) — R' IG - 0). 
让 w 和 ws 满足 
wi(2p +c) = Aw, 
JU BCS(t)) 成 为 
dparBlste) Ou rch daa -a 8 
Qu + cu Zw (s +c)- w —] 0 0 
yaw, -a 0 zu [n 4 Cot Me 19] 0 
B 0 0 Dey, 


AtS T AFERAT 
QU EE) _ 43 Bla - 2un I+ cwi ~ 28 


> cw, — 28 > 2w > B (4.6.29) 
成 立 则 易 知 对 称 和 矩阵 B(S (0) 是 正 对 角 占 优 的 ,为 此 ,选择 充分 小 的 8 使 得 
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o<e<£(4-5), 


WM rm Tz ,有 
XU cp) as S > PL tw) 288 
8 48-8» 3 +h 
28 ar 
a BE tp 
gg MP 
因为 
ap — 
BE + 下 Blp + a) Bb 
erate Ae B E 
所 以 有 


um Xl +p) 
BP A29. KB) 454 p> g. 


因此 ,容易 选择 正常 数 w, ,ws 及 VAL (4.6.29) ,对 上 > T, , H(4.6.28) 可 得 
VG,S,L,R)«-e6[(S- SF c(1- Y]. 
由 上 式 可 得 
VG,S,L,R) S VCT;,SCP,ICT) RD) 
=a]! (Sa) - 8 Y + GG - 17 Y Mu. 
T 
因此 ,有 
[560 -s Pdu <+ o, Foto - P Pde <+ m. 
根据 (4.6.11) ,我 们 看 到 
icp-s» a UI 
X ama 是 一 致 有 界 的 ,因此 ,根据 著名 的 Barhal& 引 理 可 得 
(S-S +UG@)-PY+0, 当 t 7+mH, (4.6.30) 
因此 Se + %, 由 (4.6.30) 和 (4.6.11) 的 第 三 个 方程 可 得 lim R(t)=R ， 
这 就 完成 了 该 定理 的 证 明 , 
下 面 给 出 比 定理 4.6.2 的 条 件 更 加 简单 的 一 个 结论 ， 
由 (4.6,26) 可 得 
a a TO-a) z 
G(5,0) = Š [5 = +a B+ 60 tx). 
记 
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ge=201+0(1 -sr)(i+ Eegi) 


g-(-2)x dm 
p > OSES” aem = dy i, * (4.6.31) 


时 ,容易 看 到 ;方程 G(S 0) = 0 有 两 个 不 同 的 正 实 根 n 和 m(r < n) 


na E WB x) -48a 72]. 


Het 和 + e = AB = pS” per. 因此 ,根据 


(4.6.30), 我 们 有 


»a»s paso EGEZ), d i-Izixgst—)- zy 


l+x BS" —ux 


容易 看 到 ,条 件 3) 比 地 方 病 平衡 点 存在 的 条 件 (4.6,13) 更 强 ， 因为 二 -人 < 


1, 因 此 有 pa +x) < B EERME 3) 我 们 能 得 到 S. <a, 
推论 4.6,1 Wx <1 AA 3) 和 
n-8$' | 


A < min | GB, rt oe 
成 立 WA (4.6.1) 的 地 方 病 平衡 点 E, 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 
证 明 + B= atete WA 


G(S",0) = f$" - [gee + pfs? 6+) 


2X 0b bry — ny . 
B rar tyme pt oC + x) 
2 Fly- p) + yop + p? - py) + Bely- p — px) (4.6.32) 
Bly — px) Ut 
BEy-u-Atc2Ü.y-p-pr-— 
bB- py +p? > 0. Bl 88 (4.6.32) ,我 们 能 看 到 G(S* ,0) 0. 由 条 件 3 也 可 
得 


s>s ba cos rug CERT) | 


i-r l*r fS'-—gux 


> havnt | 


l-z 
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>2S  -5.m 
2pATABQ- x) 
S abe utn) (4.6.33) 


由 G(S” ,0) >0 和 (4.6.33) 可 得 S” <r ,也 容易 看 到 r <A WK AS < 
n <n < 之 A, 选择 S 满 足 S* «cr <8 <r, WA GSD < Glr, 0) =0， 
结合 推论 的 条 件 易 得 S RARE r 时 ,(4.6.27) 自然 满足 ,因此 推论 4.6.5 
给 出 的 结论 成 立 ， 
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本 节 研 究 两 个 SIRS 传 染病 模型 的 稳定 性 ,与 上 一 节 不 同 的 是 ,这 两 个 模型 
都 没有 涉及 传染 媒介 ,但 研究 地 方 病 平衡 点 全 局 稳定 的 方法 是 利用 非 线 性 
Volterra 微分 积分 方程 解 的 性 质 ,而 不 是 构造 Liapunov 泛 函 , 这 与 上 一 节 不 同 ， 
首先 介绍 Stech M Willamd?! 对 经 典 的 SIRS 模 型 的 研究 结果 ， 


4.7.1 经 典 的 SIRS 模 型 


用 S ,1,RR 分 别 表示 易 感 者 ,感染 者 ,移出 者 的 数量 ,用 N 表示 种 群 的 总 数 
量 .假设 疾病 发 生 率 是 双 线 性 的 ,有 效 接触 系数 为 BA [类 向 民 类 转移 的 速率 与 
I 成 比例 ,比例 常数 为 y, 用 P(t) 表示 一 个 在 时 刻 0 进入 民 类 的 个 体 在 时 刻 t 仍 
在 民 关 的 概率 ,又 设 
P+) =P) =1, Plo)-0， w= f Poar <o, 
在 以 上 假设 下 ,就 可 以 给 出 要 研究 的 模型 


10) = he + ef SCE" as, (4.7.1) 
RG)- Rot) + y 1G) PG - dz, (4.7.2) 
SQ) + IG) + RO) mI, (4.7.3) 


HP 20,10) = p, >0 表 示 0 时 刻 感 染 者 所 占 的 比例 ,Ro (tb 表示 在 0 时 刻 
进入 民 类 的 个 体 经 过 t 时 间 单 位 后 仍 在 RR 类 的 比例 ,显然 有 ,Ro (D) <1, Ro (t) 
是 非 增 的 ,我 们 又 设 当 t of R (t) > 0.98 o= By. 文献 [24] 证 明了 无 病 
平衡 点 (1,0,0) 是 全 局 稳定 的 ， 

18(4,7.2) (4.7.3) 代入 (4,7,1) ,然后 求 时 得 


re) --neg1-r-RG - ANE - u)P(u)du |, (4.7.4) 
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以 及 1(0) = ly 29.8 R(t) = y [Peau JUS > 工时 ,(4.7. 和 有 
惟一 的 地 方 病 平 衡 点 [ = (1 一 Me ML+ a3 ,下面 讨论 地 方 病 平衡 点 的 全 局 稳 

定理 4.7.1 假设 
jf Po0deds < 9o, (4.7.5) 


14y f'osw)Pi)ds >0, 对 所 有 的 wE R， (4.7.6) 
JU (4.7.1) —(4.7.3) 的 任何 一 个 解 满足 
Jim CO 100 RG = (FL wh). 
证 明 一 旦 确定 了 Ct) 的 极限 值 ,S(t) 和 R(t) REAM (4.7.2 
(4.7.3) 立 即 可 以 得 到 ,因此 只 需 考 虑 (4.7.4)， 
作 变 换 
z(t) = In(I(t)A,). (4.7.7) 
(4.7.4 EB 
2G) =- gels - udelu) + fU), (4.7.8) 
这 里 ， 
z(0) = ln(10f1.), 
g(z)=e -1, EO = 0, 
ulu) = BL 7a, | Pode, MASH a 0, 


f(t) =- Rolt) + 38, [ PCwdde, HAAR L2 0. 
容易 看 出 , t-> oot EQ) > 0 AWE p 在 0<< u< 四 上 的 全 变 分 等 于 X o- D. 

方程 (4.7.8) 已 经 被 Londerlal 所 研究 ,根据 文献 | 0) 的 结果 ,我 们 需要 验 
证 2 个 条 件 :1)(4.7.8) 的 解 是 有 界 的 ,2)ReK 9 > 0, 这 里 上 是 测度 上 的 
Fourier 变换 ,用 反 证 法 很 容易 验证 1) ,注意 到 对 任 给 的 。， 

Realo) = BL [1+ v [7 cos(w)p(s)ds]. 
因此 条 件 2) 成 立 AE 由 文献 [30] 中 的 定理 3, 当 t 一 oo ft gllt) 一 0. 

例 4.7.1 考虑 一 个 SIRS 模型 ,这 里 我 们 把 移出 者 分 为 两 个 阶段 ,第 一 阶 
段 是 刚 从 工 类 转移 过 来 的 移出 者 (例如 ,可 以 是 被 隔离 的 感染 者 ,他 们 不 再 有 传 
染 性 ), 用 R(t) 表示 这 一 部 分 的 数量 , 设 位 于 第 一 阶段 的 移出 者 按 比 例 进 入 第 
二 阶段 AR, (t) 表示 位 于 第 二 个 阶段 的 移出 者 的 数量 ,又 设 第 二 阶段 的 移出 
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者 按 比 例 进 入 S 类 ,因此 ,我 们 的 模型 实际 上 是 S 一 [Ri 一 Rs > SRE 
型 的 具体 表示 式 是 


I' 2- yl * psi, I(0) = I, 70, (4.7.9) 
R,--«&R,*)»l, R,(0) = Ry Z0, (4.7.10) 
R,--oR*&4R,, R,() = Ry 20, (4.7.11) 
S) + F) + R(@) =1, (4.7.12) 


其 中 4 ,8 是 正 的 比例 常数 ,把 I 看 作为 一 个 t 的 函数 (4.7.10) 04.7.1) 
所 组 成 的 系统 中 把 Ry (t) 和 R CO) 解 出 来 ,然后 再 相 加 得 


LRU) = RG) + RG = Role) + y [IG 2PGYds. 4.7.18) 
这 里 
R (t) = RO) + Ry (Oe? + Ri (Dee f Lda, 
P(t) =e + e e ed (4.7.14) 


JE(4. 7. 9), (4.,7,12) 和 (4.7.13) 组 成 一 个 系统 ,然后 把 它 对 应 到 系统 
(4.7.1)~@.7.3), BF q 70, & ) 0, 从 (4.7,14) 容 易 知 道 (4,7,5) 成 立 ,经 
计算 得 

€,€2(€, + e2) , 
Gv iv > 0， 对 所 有 的 v 
因此 , (4. 7,6 VE FRE, BEE 4.7.1, (4.7.9) — (4.7.12) 的 所 有 解 满足 


(C), IG) Rie) ROD = (EZ Zh), 


uk 
1 y Y 
t= o-iye£€ 
定理 4.7.2 ATIRE XXE wy >0 使 得 
1+ y[ costss)P(s)ds < 0, (4.7.15) 
则 存在 o> 1, 使 得 (4.7.4) 的 地 方 病 平衡 解 L 是 不 稳定 的 , 即 存在 $> 0 ,序列 
HO) ER, COLE 和 序列 ji 上 EE tn > 0, S m o o BL, (0) 一 工 ， 
IR) - 六 六 Pad le 一 0, 但 是 1 Ti 到 (0),Ros) - L E28 XR 
| «ds 表示 通常 的 L” 模 . 
证 明 ”经 变量 变换 (4.7.7) ,我 们 有 (4.7.8) .对 (4,7.8) 求 极限 方程 (可 参 
阅 4.3 节 的 有 关 方法 ) 后 ,再 求 极限 方程 在 x = 0 的 特征 方程 ,得 


1+ y eos) P(s)ds =1+7 


这 里 
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AQ) = AQ, s.) na + GC DID + f eP) ]= 
(4.7.16) 
由 文献 | 34], 只 需 证 明 这 个 方程 存在 正 实 部 的 特征 根 .把 = + iu 代入 特征 方 
程 后 分 离 实 部 和 庶 部 得 


£GIDrQaef'eseoezPcMs]-o. — aan 
一 Gpr © sin(os)e*PCs)ds =0. (4.7.18) 


由 Riemann-Lebesgue 413, (4.7.5) 保证 了 y = [costs )P(s)ds 是 连续 可 微 
的 ,并 且 不 是 常数 ,因而 ,由 (4.7.5) ,我 们 可 以 找 出 y > 0 使 得 
N cos(vo s) P(s)ds < 0 
成 立 ,并 且 
dr e 
p= d, |, cools) PO)ds ha =- J sin(oys) PCs dds 0. 


gn =- ost PCGOds. 取 >1 工 使 得 当 p = 0,y = my = 加 时 


(4.7.18) 成 立 ， 
定义 下 :R+XR2 >R 为 
_ fReA( pu t ivo, Yo) 
Für) = sac. * eol 
根据 为, 四 和 % MAH E FO, w.o) = (0,0). (4.7.5), 25 eso FR 
于 变量 w vo 在 ( u, o) 的 一 个 邻 域内 连续 可 微 ,又 


TB Yo, 
1+ y, #0 


因而 oi Res ERE T s BEA AE (4.7. 17) (4.7, 18) 存在 连续 解 v= de), = 
月 ,>0. 这 就 说 明了 具 正 实 部 特征 根 的 存在 性 , 


4.7.2 ”种群 规模 变动 的 SIRS 模型 


Anderson Tl May! 在 分 析 巴 氏 杆 菌 在 老鼠 中 传播 时 提出 了 一 个 SIRS 模 型 ， 
该 模型 根据 实验 数据 采用 了 常数 种 群 输入 率 和 双 线 性 疾病 发 生 率 ,并 引入 了 因 
病死 亡 率 ,文献 [1,3H] 对 该 模型 的 地 方 病 平衡 点 作 了 研究 ,最 近 ,Thieme 和 van 
den Driesschd5] 在 移出 类 中 引入 了 阶段 结构 ,并 采用 文献 [42] 的 方法 研究 了 地 
方 病 平 衡 点 的 收敛 性 , 由 于 因 病 死亡 率 的 出 现 ,种 群 规模 不 再 是 一 个 常数 ,把 


detDy,.) FO, vosa} = 一 
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SIRS 模 型 转化 成 标量 微分 积分 方程 具有 较 高 的 技巧 性 .下面 就 介绍 文献 45] 的 
IF, 
把 老鼠 种 群 划分 为 易 感 者 感染 者 和 移出 者 三 类 ,用 S,I,R RUN 分 别 表示 
DEE BRE ,移出 者 和 老鼠 的 总 数量 ,采用 双 线 性 疾病 发 生 率 , 则 p 满足 
I (t) = ESCOIC) - (e+ et DIC), (4.7.19) 
这 里 是 传染 系数 ,是 自然 死亡 率 系 数 , * 是 因 病 死亡 率 系数 , Y 是 感染 者 的 移 
AA N(t) = S(t)+I(t)+R(t) 得 ， 
V(t) = (NG) - 1G) - RGDIG) 
- (pte t ye). (4.7.20) 
为 了 处 理 N ,我 们 提出 下 面 方程 
N'G) = A- aNG) - ef(t) - Mp2), (4.7.21) 
这 里 A 是 种 群 的 常数 输入 率 (实际 上 我 们 忽略 了 垂直 传染 ,假设 新 生 的 个 体 进 
ABBR) ONE 自然 原因 引起 的 死亡 率 ,可 是 疾病 对 感染 者 产生 的 额外 死亡 
率 My (t) 是 疾病 对 移出 者 产生 的 额外 死亡 率 ( 例 如 ,被 隔离 的 感染 者 属于 移出 
类 ,但 这 些 成 员 仍 有 因 病 死亡 率 )， 
下 面 我 们 希望 把 RAM, 用 I 来 表示 ,用 a 表示 一 个 移出 者 自 恢复 之 日 起 的 
阶段 年 龄 ,用 Kt,，) 表示 时 刻 上 的 阶段 年 龄 密度 , 则 有 


R(t) = fe oti saa. (4.7.22) 


移出 者 的 阶段 年 龄 密度 依赖 于 阶段 输入 速率 次 ,如 果 初 始 密度 为 ,而 
Fla) 是 一 个 移出 者 进入 移出 类 a 时 间 单 位 后 仍 在 移出 类 中 的 概率 , 则 有 


Y(t — a)9(a), t>a, 
TON tea. (4.7.23) 


概率 Fa) 可 以 分 解 为 三 部 分 
Ha) =&"F,(a)Q(a), (4.7.24) 

这 里 ew 是 一 个 移出 者 在 时 间 段 [0 ,e] 上 没有 因 自然 原因 而 死亡 的 概率 ,9 是 
一 个 移出 者 在 时 间 段 [0 a] 上 没有 因 疾 病原 因而 死亡 的 概率 ,Q(a) 是 一 个 移 
出 者 在 时 间 段 [0 al 上 没有 因 丧 失 免疫 力 而 返回 到 易 感 类 的 概率 ,如 果 免 疫 期 
具有 最 大 长 度 工 , 则 当 a > 工时 Q(a) = 0, 如 果 移出 者 具有 永久 免疫 时 , 则 
Q(s) l1. 

AMF, 和 Q 的 解释 中 可 以 看 出 , 务 , 和 都 是 10, oo) 上 非 负 的 和 非 增 的 函 
数 ,并 且 当 a = 0 时 值 为 1， 

另 一 个 自然 假设 是 初始 密度 p 是 非 负 的 ,并 且 初 始 总 数量 是 有 限 的 , 即 


可 
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f potadda «o. 
关于 My (0) ,我 们 有 
M) =~ | Se Dag (a). (4.7.25) 


注意 上 面 的 积分 是 Stieljes 积 分 ,为 容易 理解 这 个 Stieltjes 积 分 BMRA 可 微 ， 
则 


(a) 
la) = 一 Flay 

是 每 个 阶段 年 龄 为 。 的 移出 者 的 因 病死 亡 率 ,因此 ,积分 
NOLO 


是 移出 类 在 时 刻 上 的 因 病 死亡 率 ， 
18 (4.7.23) 80 (4 .7,.24) 代 入 (4,7,22) 得 


R(t) = r fio — a)e"g(a)da * e"u(t), 


这 里 
gla) = Rla)Qla), 
- Fal 
«to = [oala - FQ) da. 
容易 知道 


gO) = 1, ule <] pe)da = uo < m. 
3E (4.7.23 0 (4.7.24 YRA (4.7,25) 得 
MG) = » [1G - a)e"df(a) t e* VC», 
这 里 
fla) =~ S Ola), a>, 
2[ L Qla) - 
vo = [na - 0 za poa oe 0 
我 们 断言 VE L'I0, o), BEE, 
five <- ff ola- D xd adds 
"n 1 
< [Ponta 735) qa sod) 


< [foto Gerd Ga) 
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去 | polade. 


在 最 后 一 步 里 ,我 们 用 到 了 Stieltjes 积 分 的 分 步 积 分 法 
总 结 上 面 的 讨论 过 程 就 得 模型 
M(t) = «(NG) - EG) - RGDIGODO -latet Ee), 
N’(t) = A ~ pN(t) — f(t) — MG), 


ROD = y Hr - a)e "(ada + eMule), (4.7.26) 


Mgl) = y [16 - a)e "df(a) ct e"V(1). 
根据 上 面 的 讨论 ,我 们 作 如 下 假设 
(HT) # > 0,(4.7.26) 中 的 其 它 参 数 是 非 负 的 ,并 且 有 
g:[0, 99) > [0,1] 是 非 增 的 ， 
£;[0,09) — [0,1] 是非 减 的 ,并 且 f(0) = 0, 
u:[0,09) — [0, 00) 是 连续 有 界 的 ， 
Vi[0,09)  [0,09), V C L'[0, œ), 
在 这 个 基本 假设 之 下 ,(4.7.26) 满足 非 负 初始 条 件 的 解 保持 非 负 , 当 S(0) 
之 0 时 ,S = N 一 I 一 R 也 保持 非 负 ， 
4.7.6) 始终 有 无 病 平衡 点 ,在 无 病 平衡 点 ,N = S=P/AI=R=0, 这 
个 模型 的 再 生 数 为 


= A 2 
(gp tery) (4.7.27) 


5R 之 1 时 ,利用 文献 [44] 中 的 定理 2,2 可 以 得 知 无 病 平 衡 点 是 全 局 稳定 
的 . 当 Ru > 工时 ,模型 (4.7.26) 有 惟一 的 地 方 病 平衡 点 (L N ,R). 由 (4.7.26) 
的 第 一 个 方程 可 知 ,S .= N, -L-R = AK BR). BAA (4.7.26) 的 第 二 个 
方程 和 N, = S +h +R ADEM L 满足 

Lfe tet yp | "glada + y [e7arGo]- ARs = Re. 

我 们 将 集中 讨论 地 方 病 平 衡 点 , 目的 是 得 到 充分 条 件 以 保证 地 方 病 平衡 点 
是 全 局 稳定 的 ,手段 是 把 (4.7,26) 变 换 成 一 个 标量 方程 ,为 此 BRI (4.7.26) 
的 第 二 个 方程 做 积分 得 


NU) = Nye +401 er) ef 1c = sleds - f Mig (sends. 
# v . 9 
由 (4.7,26) 的 最 后 一 个 方程 得 
[Me Gets 


Ro 
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= y [ fo -eraf(a)er ds + ef V(s)ds. 
小 
通过 交换 积分 次 序 得 


[Me Gens - e” [ Vds -y ffe — a)e "9 dsdf(a) 


Y mE Hse" dsdf(a) 


M 


ANTO - aye" f(a)da . 
于 是 有 

NG) = A - [IC = Dem Ce + flo) ds - ole), 
其 中 do 是 一 个 有 界 连续 函数 .把 这 个 方程 和 (4.7.26) 的 第 三 个 方程 代入 到 
(4.7.26) 的 第 一 个 方程 得 

F(t) =-(etet Ye) + aco(4 = Ko) = ew) - [16 - PG). 
Kow-votu. 
P(s) = €” (e + yfG) + vg G2). (4.7.28) 
最 后 再 作 一 次 变换 
Ia) = Ae(t), 
A 
就 得 方程 
Tt = 人 KRTET7)z(t) 
十 kofi — z(t) - e"z(t) - fae - 5) PG)é). (4.7.29) 


其 中 式 昌 是 一 个 连续 有 界 函数 ,而 = x 全 
记 
PQ) = [e*P(s)ds. 
" 
由 定理 4.7.1, 就 有 
定理 4,7,3 设 基本 假设 (HT) 成 立 ,又 设 
1) -P (0) < om， 
2) 1*ReP(i) >0, Vu>d, 
Ji ELSE (4.7.29) 的 地 方 病 平衡 点 存在 , 它 就 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 
由 (4.7.28)， 


P(A) = 


rept [leer FG) + gla) da. 


$4.7. 循环 结构 模型 的 稳定 性 2 I 


因此 ， 
-POs [rae Pla) + gla) da. 
由 于 f 和 g 在 0 到 1 之 间 取 值 , PO) < co 自然 成 立 ,因此 ,定理 4.7.3 就 转 


化 为 
定理 4,7,4 设 基 本 假设 (HT) 成 立 , 又 设 


ltt yRe( ft get) >0, Vv 0, 
则 只 要 (4,7.2 多 的 地 方 病 平 衔 点 存在 , 它 就 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 

为 了 应 用 方便 起 见 ,文献 [45] 还 给 出 了 下 面 的 推论 

推论 4,7,1 设 基本 假设 (HT) 成 立 ,又 设 
[i871 + ela))da < E, 
MRE (4.7.29 的 地 方 病 平衡 点 存在 , 它 就 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 

推论 4.7,2 设 基本 假设 (HT) 成 立 ,又 设 函数 f + g 在 [0, oo) 上 是 非 增 的 
MAR RE (4.7.29) 的 地 方 病 平衡 点 存在 , 它 就 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 

证 明 


Relf + get iv) = Frere + g(s))eos(vs)ds. 


由 于 两 个 非 负 SEM A end RRR EE A , 
h(s) =e“ (ff(s)+g(s)) 
AAR OA OM RARE ROR h 是 可 微 的 ,否则 ,我 们 可 以 找 出 可 微 的 
dE A BURA hy 使 得 
in Lh G) -= ACs) {ds 0,3 > o. 
由 分 步 积分 得 
Relf + g)(p + iv) =- Lf sina (odds. 

由 于 -h 是 非 负 的 和 非 增 的 ,把 上 面 的 积分 分 解 后 再 比较 ,就 容易 得 知 积分 值 
ER, 

例 4.7,2 考虑 下 面 这 样 一 类 循环 模型 ( 见 下 图 ): 移 出 者 首先 进入 Re 仓 
室 在 这 里 仍然 有 因 病 死亡 率 , 经 过 进一步 的 恢复 后 ,Ru 仓 室 中 的 个 体 向 
Ru R 中 的 某 一 个 转移 ER ,…,R, 这 些 仓 室 中 ,移出 者 没有 因 病 死亡 率 ， 
但 恢复 者 在 不 同 的 仓 室 中 停留 的 时 间 会 不 同 , 并 且 个 别 仓 室 具 有 永久 和 免疫 的 特 
性 ,移出 者 在 其 它 仓 室 中 将 失去 免疫 力 而 返回 到 S 类 ,Ru 仓 室 可 以 理解 为 一 个 
隔离 室 ,其 中 的 个 体 仍 然 是 患者 ,具有 因 病 死亡 率 ,但 不 具有 传染 力 ， 


可 
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AUN 


一 一 5 — i — Re — s 


Na 


把 种 群 规模 N 分 解 为 
N-8*I*R, R=R +R t*R, 
这 里 Ro RoR, 是 移出 者 在 不 同 阶段 的 数量 ,它们 满足 下 面 的 微分 方程 组 
= A ~ uS- Si+ o R, tcc t e,R,, 
K - «SI - (y t e * Y), 
Ro=W- (et dt pRo, pophvtg, 
RY = pRo — (p+ o)R,, galeria, 
这 里 $ 是 移出 者 在 Re 仓 室 中 的 因 病 死亡 率 ,1/p 是 移出 者 在 这 个 仓 室 里 的 平均 
PAN Ve 是 移出 者 在 仓 室 R 里 的 平均 停留 时 间 
下 面 我 们 把 (4 ,7.3 甸 转 化 成 人 4,7.26 ) 的 形式 ,首先 把 (4 .7,30) 中 的 方程 相 
加 得 


(4.7.30) 


N’ = A - uN - el - àR,. (4.7.31) 
a 
gola) =e, 
则 有 
Ry(t) = RO golt) + rfc - s)e*go(s)ds. 
如 果 令 


Fla) = gos 7 gola)), (4.7.32) 
则 可 以 把 Ry (t) 转化 成 (4,7.26) 最 后 一 个 方 所 需要 的 那 种 形式 
为 了 应 用 定理 4.7.4 得 到 平衡 点 的 全 局 稳定 性 , 记 
g(t) = poe. j=1,,n. (4.7.33) 
Bo* g(t) = [ag — sds. 


M (4.7.30) E R ,i = 1,7, n, 形式 上 解 出 来 ,得 


R, um 


RjG) = g; (t) + Ry (Oe “ (go * g; X(t) 


* 7 fit = sje" (go * gj )(s)ds. 
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由 于 R = Ro + …+ R ,我 们 把 (4,7,26) 第 三 个 方程 中 的 g 取 为 
gla) = (go t go* (gi + +g.) Ma). 
(4.7.32) ,得 
fla) + ela) = gea - gola)) + gola) + (go * Clg la) 
A 


7515 th gpl) * (wo Oa. 


6738) WER MERE 
1 e 1 
ETTEI ótpputivtàótp 


(ft ent iv) = 


4a £i ) 
PATE OPLET ` 


利用 共 扼 变形 得 


(ft get iv) = 


à piv pg o ugtótp— 
tpp cy Ftp (ut dtpyrry 


ptótp-n eta, -iy 
ERES E (Xo Greer} 
取 实 部 得 

Rf + ga tiv) = eo By ee to Tp 


Pis ty *StpGtdtpy ty 


.ogtàvg e pto; ) 
Nu ; 
(Xo 


v 
NIEVE: fi Gra) 
1 utto 
"eine ótp So griy) 


由 于 p= atte, ,我 们 立即 有 Ref + gu + iv) 宇 0. 于 是 由 定理 4,7,4 


得 下 面 的 定理 ， 
定理 4,7,5 模型 (4.7,30) 的 地 方 病 平衡 点 只 要 存在 , 它 就 是 全 局 稳定 的 . 


$4.8 HIV 感染 模型 


HIV 感染 的 机 理 是 医学 界 致 力 于 解决 的 大 问题 ,目前 人 们 已 认识 到 CD4 T 
细胞 是 免疫 系统 最 丰富 的 白 血 细胞 ,是 HIV 感染 的 主要 目标 (target celle) ,这 些 
细胞 感染 后 结构 受到 破坏 ,降低 了 人 体 抵御 感染 的 能 力 ,因此 ,掌握 病毒 和 CDY T 
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细胞 的 变化 规律 是 很 重要 的 ， 
4.8.1 不 含 治疗 的 HIV 感 染 模型 


下 面 介 绍 Peralson 5? A9 所 提出 的 数学 模型 以 及 对 这 些 模型 的 研究 , 
最 简单 的 HIV 动力 学 模型 为 


WY = PU) = wv, (4.8.1) 


这 里 P(t) 是 病毒 产生 的 速率 y, 是 病毒 清除 的 速率 ,V 是 病毒 的 浓度 ,这 个 模 
型 简单 实用 ,但 病毒 产生 的 速率 P 是 未 知 的 ,为 了 解决 这 个 问题 以 及 与 医学 实 
际 更 加 符合 ,需要 考虑 病毒 产生 的 过 程 ;HIV 病毒 感染 CDS 工 细胞 CD TH 
胞 受 感 染 后 会 分 解 出 新 的 HIV 病毒 ,为 了 用 数学 方法 描述 这 一 过 程 ,我 们 引入 
健康 的 CD4' 工 细胞 变量 T ER H CD4* 工 细胞 变量 工 ,假设 没有 HIV 病毒 
时 , 工 服从 下 面 的 微分 方程 

T 


了 
SE =o- mT eer(1- p). (4.8.2) 


这 里 了 是 健康 的 CD4' T 细 胞 的 浓度 ,s 是 由 人 体内 的 资源 (如 胸腺 ) 所 产生 的 健 
康 CD4 工 细胞 的 速率 , p 是 健康 CD4* T 细 胞 的 自然 死亡 率 ,r 是 老 细胞 的 内 豪 
增长 率 ,Ts 是 容纳 量 ， 

当 HIV 病毒 活动 时 ,我 们 设 细胞 的 感染 率 服从 双 线 性 函数 ,感染 细胞 的 死 
亡 率 为 p ,于 是 有 模型 


T+! 


=s pT + rT (1 T 


dT 
dr )- avr. 
di 


VT yb, (4.8,3) 


dv 
dr 


这 里 k 是 健康 工 细胞 和 自由 病毒 的 结合 率 k, 表示 病毒 和 工 细 胞 结合 后 转化 
成 感染 下 细胞 的 速率 , 片 是 感染 细胞 的 死亡 率 , ay 是 溶解 性 感染 工 细胞 的 死亡 
率 ,N 是 每 个 溶解 性 感染 工 细胞 产生 病毒 的 数量 , 由 于 健康 下 细胞 和 自由 病毒 在 
结合 时 两 者 都 在 减少 ,因此 (4.8, 的 第 一 个 方程 和 第 三 个 方程 出 现 了 -k 
VT 项 ， 

下 面 介 绍 文献 | 14] 883 (4.8.3) 的 分 析 , 当 没有 病毒 时 LT 细胞 种 群 有 平 
ERE 


= Nøl -e VT- pV, 


r- pr +[(r — pr) + 4rsTah » 
rT, 


Ty = 
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Et (a,8.3) 的 未 感染 平衡 点 E, = (T, 0,0) ,定义 


du tv + e, T) 
Noy = Ey TUM 
T Kap To 


如 果 N < Ns ,系统 (4.8,3) 只 有 未 感染 平衡 点 E, JEB E, 是 稳定 的 ,如 果 N 
> Nw ,Eo 变 成 不 稳定 ,系统 (4.8,3) 还 有 感染 平衡 点 忆 = (T.I, V) ,其 中 


T= A, 
K Ny — Kipi 
i=- TV 
p" 


no alls tir- m T)TA rT] 
V= — = 
The rT + uarTee] 


为 考虑 感染 平衡 点 的 稳定 性 IER SE (4.8.3) E E RIEL e BITE EM 


Jacobian 矩阵 
2T «I T 
-Cmr + T— ) iV -r) -T 
A= QV 一 向 
-xV 
定义 
My IOTER D Lug, 
特征 方程 为 
A5 ra + (a, aA + (a; t as) = 0, 
其 中 


oa = MÜp t py + eT) + p(y * T) - ATV, 


a, — p t gv te T € M, 

P 
Tus 
a, = eT 一 New), 


as = My (py + e, T) - p kt TV. 


as 0 P(e NV + - MN ), 


由 Routh-Hurwitz A148 ,所 有 特征 根 实 部 为 负 的 充 要 条 件 是 


al 70, 
于 是 有 


定理 4， 


as tas >0, a) (a; c a4) — (as +as) >O, 


8.1 EMRE MAE (4.8.4) RE, 


Na ~ (eT + ey 


1 
| 
|- 

J 


(4.8.4) 


SCART 14] EAE A SEXE BEE th HS BE FUA (4.8.4), RI 它 是 渐 近 稳 
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定 的 ， 

在 模型 (4,8,3) 中 ,有 两 类 时 灌 应 该 考虑 ,一 是 药物 疗效 起 作用 所 需要 的 时 
间 ( 从 服药 起 到 药物 能 在 细胞 内 清除 病毒 所 需要 的 时 间 ), 二 是 从 健康 细胞 和 
病毒 结合 到 能 释放 出 病毒 之 间 的 时 滞 ,文献 14] 把 第 二 种 时 灌 引 入 到 (4.,8, 驴 得 


$T L se aereo + rT()(L~ BHO) a OTO), 
g = eV TU — 2) pfl), (4.8.5) 
SY. = NalG) - e VDT) = pV). 


显然 ,模型 (4,8,5) 和 (4.,8,3) 有 相同 的 平衡 点 , 当 N < N, 时 ,系统 (4,8, 引 只 
有 未 感染 平衡 点 Eu ,并 且 E, 是 稳定 的 ,如 果 N > N, ,Eo 变 成 不 稳定 ,系统 
(4.8.5) 还 有 感染 平衡 点 E= (TV) ATR 它 的 稳定 性 ,做 变换 

x(t) = TC) — Ty(t) = 1(t)-I,2(t) = V(t)—Y., 
变换 后 再 对 系统 做 线性 化 得 


x(t) xz) x(t-c) 
di I |= Afa) |+ Ajy- o), 
z(t) z(t) z(t- cr) 
这 里 
-M -大 -KT | 0 0 0 
At = 0 -n 0 A,= |K V 0 «AT 
l-V Ne -T + p) 9 o o0 
特征 方程 为 
A(A) SIA- A, - e "A; 1=0, 
A ea tay ctae" aue" +a, — D. (4.8.6) 


PLE (4.8.4) PRO ,也 就 是 当 c= 0 时 (4.8.6) 特征 根 的 实 部 都 是 负 的 , 当 
r>0 增 加 时 ,如果 出 现 某 一 特征 根 的 实 部 为 正 ,容易 说 明 在 t 增 加 的 过 程 中 , 必 
有 一 个 特征 根 先 和 虚 轴 相通 ,然后 这 个 特征 根 攀 到 虚 轴 的 右边 ,出 现 正 实 部 的 特 
ER 

H X= iw RAG 8.6) 后 分 离 实 部 和 虚 部 得 

aiw — a, = ascosCer) + a,wsin(wr), (4.8.7) 
w — aw =- assin( wr) + a,woos(wr). (4.8.8) 


分 别 对 两 个 方程 取 平 方 ,然后 相 加 得 
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w + (aj -2a;)w' + (al — 2aqag —a})w? + a2 ~ aj = 0. (4.8.9) 


记 
zo—ow^.a = aj -2a, = aj — 2ayas - a4, Y = ai — ai. 
(4.8.9) 75 
A(z) = 2 ra t+ h+y=0. (4.8.10) 
现在 证 明 下 面 的 命题 
命题 4,8,1 WR y 之 0 和 上 >0, 则 方程 (4.8,10) 没 有 正 实 根 ， 
证 明 注意 到 


SC L 3a? + Dae +B. 
而 方程 
32? +2az + B — 0 
的 根 为 
atya -3g 
Er 一 3 , 


由 >0 知 ,zl 203 a, SOARTEN, MAME > 0, 又 由 于 h(0) = y 
1 


0, 当 z >0 时 有 hf(z) >0, 即 方程 (4,8,10) 没有 正 实 根 ， 
根据 这 个 命题 ,我 们 有 
定理 4.8.2 设 (4.8.4) 成 立 , 则 当 7Y 之 0 和 >0 时 ,(4.8.5) 的 感染 平衡 
AE 对 所 有 的 t 之 0 是 渐 近 稳定 的 ， 


4.8.2 有 药物 治疗 的 HIV 模 型 


这 一 小 节 考 虑 有 药物 治疗 时 HIV 病毒 和 CD4' T 细胞 的 变化 情况 ,实验 数 
据 表明 ,在 病人 服用 了 抗 着 转录 病毒 治疗 后 HIV 病毒 呈现 不 同 的 阶段 ,如 果 治 
疗 前 病毒 在 病人 体内 呈 平 衡 状态 ,那么 服药 后 6 小 时 到 数 天 内 病毒 浓度 几乎 没 
有 什么 变化 ,在 这 个 时 间 段 上 ,病毒 的 豪 减 曲 线 称 为 “ 肩 ", 这 种 时 灌 产 生 于 几 个 
原因 ,一 是 药物 时 法 ,也 就 是 药物 在 体内 运动 以 及 在 细胞 内 加 工 所 需要 的 时 间 ; 
二 是 使 用 蛋白 酶 抑制 剂 后 ,感染 细胞 继续 产生 病毒 ,但 现在 病毒 不 再 有 传染 性 ; 
三 是 使 用 反 转 录 抑 制剂 后 ,那些 已 经 有 病毒 进入 和 RNA 逆 转录 的 细胞 将 继续 其 
细胞 内 的 活动 ,这 将 降低 了 产生 病毒 的 速率 ， 

现在 我 们 用 T 表示 健康 细胞 浓度 T AT 已 经 感染 并 能 产生 病毒 的 细胞 
BRE, V 表示 病毒 的 浓度 . 在 使 用 蛋白 酶 抑制 剂 后 ,病毒 分 为 两 类 :一 是 传染 
性 病毒 Vy, 这 些 病毒 不 受 蛋 白 酶 抑制 剂 的 影响 ;二 是 不 传染 性 病毒 Vu, ,这 些 病 
毒 在 蛋白 酶 抑制 剂 的 作用 下 不 能 成 熟 为 有 传染 性 的 离子 ， 
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下 面 我 们 先 选 择 基本 模型 ARS) Epiit ,最 常用 的 模型 为 


dT 
-= evr- òT", (4.8.11) 
dV = NT = cv, 


这 里 s 是 健康 细胞 的 产生 率 ,dy 是 健康 细胞 的 死亡 率 ,常数 k 刻画 病毒 和 健康 
细胞 结合 的 强度 ,假设 感染 细胞 在 病毒 或 人 体 免 疫 系 统 的 作用 下 以 8 速率 死亡 ， 
一 个 感染 细胞 在 一 生 中 产生 N 个 病毒 , 由 于 感染 细胞 的 平均 寿命 为 V8, 一 个 感 
染 细胞 产生 病毒 的 平均 速率 为 N86, 又 假设 病毒 在 系统 内 以 速率 c 被 清除 ， 
把 模型 (4,8,10 和 上 一 小 节 所 研究 的 模型 相 比较 ,这 里 假设 健康 细胞 服从 
2 =s-—d,T, 

而 没有 考虑 Togistic 增 长 项 ,并 且 模型 (4,8,1D) 也 没有 考虑 病毒 和 健康 细胞 结 
合 时 病毒 减少 的 部 分 ,这 当然 是 一 个 简化 的 情形 ,Perelsod” 在 考虑 药物 治疗 效 
果 时 对 模型 (4,8,11) 作 了 进一步 的 简化 ,他 们 的 模型 是 


a = T.V, - òT 

dV, > 

u^ (1 — 2,)NóT^ —cV,, (4.8.12) 
V; 

dys = NNT — Vu. 


RET 是 健康 细胞 的 浓度 ,并 且 是 一 个 常数 n, 是 蛋白 酶 抑制 剂 的 效率 ,ne = 
1 意味 着 药物 把 感染 细胞 都 转化 成 不 传染 性 细胞 ,如 果 还 使 用 了 反 转 录 抑 制剂 ， 
就 将 模型 (4,8,12) 中 的 上 替换 为 kK(1- n, ), 这 里 n, 是 反 转 录 抑 制剂 的 效率 ,下 
面 就 在 模型 (4.8 ,12) 中 引入 从 感染 之 初 到 产生 病毒 体 之 间 的 时 河 ,按照 我 们 的 
EMT 表示 已 经 被 感染 并 且 能 产生 新 病毒 的 细胞 ,用 t 表 示 一 个 细胞 从 感染 
到 产生 病毒 所 需要 的 时 间 ,随机 变量 z 的 概率 分 布 为 f( o UA (4.8.12) 得 


Sp = anon, FOV G- Dede- aT", 
oY = (1 ~ ny) NOT" ~cV,, (4.8.13) 
n = na NT” ~ cyw， 


这 里 @” 表示 感染 细胞 经 过 * 单 位 时 间 后 存活 的 概率 ,在 文献 [35] 中 ,分布 函数 
EC DRA P 2175 
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I 
T -eib 


TO E Bee oye 
这 里 参数 n Mb eM TAH APP ET, 2728 ob? 和 分 布 的 峰值 (n — 1)b ,现在 
我 们 把 n 取 为 正 整数 ,把 b = Ta 代入 上 式 得 


eT Ine 


其 方差 为 Z/a EMOTE ADRES ,n 就 确定 了 分 布 的 宽度 ,这 种 
分 布 足 以 满足 实际 问题 的 需要 ,并 且 给 数学 分 析 带 来 很 大 的 方便 ， 

对 模型 (4.8.19) 进行 分 析 时 ,从 理论 上 讲 , 初 值 可 以 取 为 非 负 连 续 有 界 函 
数 或 更 广泛 的 函数 .但 实验 数据 表明 ,在 用 药 之 前 ,病毒 在 患者 体 内 维持 一 个 相 
对 不 变 的 水 平 .为 了 反映 这 一 事实 , 当 + 之 0 时 ,我 们 设 病毒 以 及 产生 病毒 的 感 
染 细胞 都 维持 在 一 个 常量 水 平 , 也 就 是 ,9 村 ”= dv, + Vy) = 0. 进而 ,我 们 
设 在 治疗 之 前 Vy = 0 . 因此 , 初 值 条 件 为 

THT. ViGQ)=Vo, Vu £0, t1 € (- 0,0]. 

为 方便 起 见 ,我 们 让 t+ = 0 是 药物 实际 进入 细胞 的 时 间 ; 而 当 t < 0 时 ,由 于 
系统 中 没有 药物 ,我 们 设 a, = n= 0: 当 + >0 时 ,我 们 设 蛋 白 酶 抑制 剂 和 反 转 
录 抑制 剂 同时 都 起 了 作用 ,因此 有 n =m 0. 

(4.8.13) 是 一 个 线性 系统 ,原点 是 平衡 点 ,为 了 使 得 “= 0 时 平衡 点 的 位 置 
不 变 ,我 们 需要 | fede "dr = 1 然而 对 模型 (4 .8. 13) ME, BFS Adr 


=1 ,显然 有 | f(r)e "de < 1. 为 了 解决 这 个 问题 ,我 们 把 (4.8,13) 改 写 为 


r o ! 
S -0-smn gas (Vile = ode 3T". 

aN 0 a NBT? -cv (4.3.1) 
dV, . 

Ws L a NBT? eVa, 


REES igy o pal, er (de 一 1 下面 就 研究 系统 (4.8.14) 
它 的 特征 方程 为 

(A + oLa? + (84 c)A + & — C1 — $)NOK&T,F(A)] = 0, (4.8.15) 
RE gq l-A- nO- rr) 是 综合 治疗 的 效率 TF CX SAE AY Laplace 
变换 


+ 266 - 第 4 章 带 时 滞 的 传染 病 模型 


FQ) = [anr (edr = (1 +6 4)". (4.8.16) 
Eb = rz 血 代 入 ,得 
F(A,t) = F(A) = (+A LY. 
这 里 为 了 记号 上 的 方便 ,我 们 把 c 仍然 记 为 * 
由 于 和 = 一 e 是 一 个 特 根 ,我 们 只 需 考虑 方程 
H(A, 9 =P() -KCGOF(C2, 9 =9, (4.8.17) 
XH p(3)—- X + C8t+c)at & KOA = (1— NT, 
WR c—0,8 5 AUR FC EUER SE A fa BOO co > (1 一 NET). 
现在 设 c > (1 一 PNET PRSE WS c0 0 时 ,平衡 点 稳定 性 改变 的 必要 条 件 


是 方程 H(X, d =0 FARR. 
314.8. 1 X c A- NET, ALO) = PCD MOD .如果 对 所 


有 的 w 都 有 | L(iw) | > 1,8772 HA, 9 =0 没 有 纯 虚 根 ， 
证 明 用 反 证 法 ,注意 到 F(i) = [gee (re wdr, 并 且 | Flin) < 


Fr ee) iem de <P gp (Ode = 1 我 人 有 1F(io) LRA af 
f8 Hie, d) = 0M Pie) 一 K(iw)F(iw, d) = 018 


P(iw) 
KCiw) 


于 是 | PGw) l-l KGo) 1:0 , 另 一 方面 ,直接 计算 得 
| P(iw) V = w + (8? + o + (Y, 
| K(iw) P= (1 — 30N & TaY. 


=| Ffliw) Ix. 


因此 ， 

w + (8? +e) + (de)? - (0.7 30N & To6) «O0. 
但 由 于 c > (1 一 NET, ,这 个 式 子 不 可 能 成 立 ,这 就 证 明了 方程 H(X, 可 = 
OR Aa RAR. 

在 治疗 期 间 ,一 般 来 说 病人 体内 CD4 Ta) J 88 n m d ,这 
就 引起 了 健康 细胞 的 增加 ,而 这 又 给 病毒 再 度 繁殖 提供 了 条 件 ,为 了 研究 这 一 情 
况 ,我 们 需要 考虑 健康 细胞 工 的 变化 ,为 此 目的 ,文献 [36] 把 变量 下 加 入 到 模型 
(4.8.14) ,得 
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a = s = drT 0-7 n KVT, 
dr -( -[^ "m N 
"d cono " ga (V(t — OTG - Ode -9T^, 
(4.8.18) 
w = (1 = np) NST" -eV,, 
V, 
We = n, NÒT? ~ cV. 


系统 (4.8,18) 有 两 个 平衡 点 ,无 感染 平衡 点 为 (sdr ,0,0,0) ,感染 平衡 点 
是 (T,T V Va) ,其 中 
c 
7-3 Ne’ 
SNR) dr Vy = NOT 


ek Unde? 


V = 


这 里 4 —1-(-2)0 一 m) ,容易 得 出 下 面 的 引 理 
引 理 4.8.2 感染 平衡 点 存在 的 充 要 条 件 是 


R <1 Nk Pow (4.8.19) 
MR a> 4, ,系统 (4,8,18) 只 有 无 感染 平衡 点 ， 
从 感染 平衡 点 的 表达 式 可 以 看 出 , 当 s 增 加 时 , 工 和 V, 都 是 增加 的 ,因此 
s 是 一 个 "激活 因子 ": 而 当 d, 增加 时 ,T 和 VY, 都 是 减少 的 ,因此 di 是 一 个 " 抑 
WAT", 下 面 考虑 无 感染 平衡 点 的 稳定 性 ,系统 (4.8,18) 在 无 感染 平衡 点 的 线 
性 化 系统 为 


dT (pog, TAN gs (t) VE rdr - òT” 
(4.8.20) 


+ = (1-n,)NOT* —cV,, 


V, 
dy - = n,NÀT^ — Vy. 


(4.8.20) 的 特征 方程 为 
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(1-7 nn xs 
—dr-À 0 -一 0 
det} 9 一 人 一 人 A- m) EFG.O 0 |=0. 
0 G - np) Nò 一 5 一 人 0 
0 n, Nò 0 -c-À 


化 简 得 g 

(A + dpa sor #84 A + & = 1 TNO EFA.) |= 0. 

(4.8.21) 
Ay 77 dp dy =- c 是 两 个 特征 根 , 另 外 两 个 特征 根 是 方程 
A (84 c)à * & - (1- 2) NO FO t) =0 

的 解 ,如 果 记 T, = ed, ,这 个 方程 就 变 为 方程 (4.8.17) ,因此 ,无 感染 平衡 点 的 
稳定 性 可 以 用 引 悍 4.8,1 来 解决 ， 

文献 [ 36] 还 证 明了 感染 平衡 点 在 时 法 为 0 时 是 稳定 的 ,当时 滞 较 小 或 较 大 
时 也 是 稳定 的 ， 


4.8.3 ”感染 细胞 与 健康 细胞 的 相互 作用 模型 
文献 [15] 指出 ,在 HIV 的 实验 研究 中 ,对 组 织 培养 做 实验 要 比 血管 容易 些 ， 


另外 HIV 在 淋巴 节 和 脑 中 要 活跃 的 多 ,而 在 这 些 地 方 ,健康 细胞 和 感染 细胞 之 
间 的 作用 要 比 自 由 病毒 重要 的 多 ,基于 这 些 理由 ,文献 [ 15] 提 出 了 下 面 的 模型 


$ = rect) (1- EUr) eicGHG), 


S asl CGorGOFG - uddu ~ ple), 
这 里 C 和 1 分别 是 健康 细胞 和 感染 细胞 的 浓度 ,rc 是 健康 细胞 再 生产 的 速率 ， 
G 是 系统 对 细胞 的 有 效 容纳 量 ,表示 感染 细胞 对 健康 细胞 的 传染 力 ,时 灌 术 


F BH P 分 布 


(4.8.22) 


nil, a 
Flu) = P e. 


对 第 二 个 方程 的 解释 和 上 一 小 节 类 似 ,这 个 模型 只 考虑 了 健康 细胞 和 感染 细胞 
之 间 的 作用 ,而 忽略 了 自由 炳 毒 浓 度 的 变化 ， 
模型 (4.8.,22) 的 初 值 取 为 
C(s) = $62 20, ICs) = p(s) >0, s € (— 9,0], 
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这 里 $ my 都 是 连续 有 界 函 数 ， 
在 实际 应 用 中 ,时 滞 核 中 的 n 经 常 取 为 0 或 1, 即 
Flu) = ae™ 或 Flu) = duc. 
它们 分 别称 为 弱 核 函数 和 强 核 函 数 , 
系统 (4.8,22) 有 平凡 平衡 点 FE。 = (0,0) 和 健康 平衡 点 E, = (0,0. 35 
k, > 4/G, 时 ,系统 (4,8,22) 还 有 感染 平衡 点 = (C1), 这 里 
QA, pO — wy) 


Ki a Cu + re) 
TFRIRUS MAI RSE a. 8.22) 在 感染 平衡 点 的 稳定 性 . 令 
XG) = [ae Cla) Madde. (4.8.23) 
则 把 系统 (4.8. 22) 转 化 到 它 的 等 价 系 统 


ac = «cot - Gut ER) aco, 


a = K X(t) - l(t), (4.8.24) 


SX = aCe) E(t) - aX l). 
Er, > 片 /C 的 条 件 下 ,系统 (4.8,24) 有 惟一 的 正平 衡 点 EE = (C,1,K) ,这 
EX = AK, ,对 系统 (4.8,24) 在 正平 衡 点 处 线性 化 ,然后 求 特征 方程 ,得 

A* t aila)a? + arla)à + a,(a) = 0, (4.8.25) 
这 里 
aila) = EC +m te, 
azla) = aE) +e, 


asla) = ale’, + Dal. 
REE ARAB ,正平 衡 点 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 为 :对 所 有 的 a0, 
a (a) 70,05 (2) >0,0,( a)azl a) — asla) >0. (4.8.26) 
如 果 存 在 . >0 ,使 得 
a, ma; (e) = asl æ), (4.8.27) 


则 特征 方程 (4,8,25) 变 为 
[A + a Cog) [A + a2(ay)] = 0- 


而 这 个 方程 的 根 为 
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A, =~ alao) <O, Azs =F ivaa). 
如 果 横 截 条 件 
dRedys #0, 


da e= ag 
则 Hopf 分 核定 理 表明 当 a 穿越 % MAB (4.8.24) 有 周期 解 ,总 结 以 上 的 讨论 ， 
就 有 
定理 4.8.3 UK, > a/u . 则 当 (4.8.26) 成 立时 ,五 是 渐 近 稳 定 的 .如 果 
ala) 20,2 (8) >O FE a > 0 使 得 (4.8.27) 成 立 ,并 且 有 
dRei,; 
da 


lazo 750, 
u 


则 当 = 穿越 % 时 系统 (4.8,24) 有 周期 解 ， 

文献 [15] 还 给 出 例子 ,说 明 有 适当 的 参数 满足 这 个 定理 的 条 件 ， 

当 分 布 函数 F 取 强 核 时 ,通过 类 似 的 讨论 可 以 得 到 正平 衡 点 的 稳定 性 和 周 
期 解 的 存在 性 ， 


$4.9 TE mie eR 


Beretta 和 Kuang”! 根据 生物 学 家 A,Okubo 对 海洋 生物 的 观察 结果 提出 了 
一 类 嗜 菌 体 传染 模型 ,所 考虑 的 问题 是 一 些 海洋 细菌 被 病毒 ( 嗜 菌 体 ) 所 感染 ， 
感染 过 程 为 ,许多 病毒 进攻 细菌 的 细胞 壁 ,但 只 有 一 个 病毒 的 头 部 (核酸 ) REX 
入 细胞 壁 的 小 孔 , 带 病毒 的 核酸 进入 后 将 控制 细胞 的 新 陈 代谢 ,并 让 其 合成 出 更 
多 的 带 病 毒 的 核酸 以 及 让 这 些 核酸 成 熟 的 物质 ,最 后 一 个 阶段 是 细胞 溶解 ,细胞 
壁 破裂 而 释放 出 病毒 颗粒 ,这 些 病毒 颗粒 又 可 以 感染 其 它 细菌 ,根据 上 面 所 描述 
的 情况 ,我 们 用 N 表示 细菌 种 群 的 浓度 ,用 P 表示 病毒 的 浓度 ,我 们 做 如 下 基本 
假设 

(AD 在 没有 病毒 存在 时 ,细菌 种 群 密度 的 增长 服从 Logistic 778 


SY -av(1- 8). (4.9.1) 


这 里 “是 增长 率 MCLANE, 

(A2) 当 病 毒 出 现时 ,细菌 种 群 分 为 两 类 ; 易 感性 细菌 和 染 毒 细菌 ,它们 的 浓 
度 分 别 用 S 和 工 表示 ,因而 有 MN = S +TI， 

(3) 只 有 易 感性 细菌 能 够 按照 Logisti 规律 来 再 生产 , 染 毒 细菌 由 于 细胞 
溶解 而 没有 机 会 再 生产 ,但 染 毒 细菌 对 容纳 量 有 作用 ， 

(AA) 假设 K 是 单位 浓度 的 病毒 对 单位 浓度 的 易 感性 细菌 的 平均 攻击 率 ， 
于 是 有 
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oF = a1 -&)- KSP. (4.9.2) 


(AS 染 毒 细菌 的 死亡 率 为 片 , 一 个 染 毒 细菌 在 溶解 裂变 时 平均 产生 bi 
(A5) 病毒 颗粒 的 死亡 率 为 p. 
在 以 上 基本 假设 之 下 ,就 有 模型 


ee os 人 1 -&)- KSP, 
H = KSP - jd, (4.9.3) 
dP 


OP =~ KSP + bul ~ P. 
在 文献 [ 引 P, Beretta 和 Kuang 对 上 面 的 模型 作 了 进一步 的 改进 ,考虑 了 病 
毒 感染 的 潜伏 期 ,用 T 表示 最 大 的 潜 估 时间, 在 任意 时 刻 t, 染 毒 细菌 的 浓度 
I(t) 应 该 是 
1G) = [KSG = 010 - ned, (4.9.4) 
这 里 KS(t 一 9I(— 9 BERA t cB ALAR MR ent 表示 这 些 细胞 
经 过 时 间 以 后 仍然 存活 的 概率 ,把 (4.9.4) 微 分 得 
SEL KSG)PG) - KESO ~ 0G =r) p(t). (4.9.5) 
从 这 个 方程 可 以 看 出 ，RI 是 染 毒 细菌 在 时 刻 + 死亡 的 速率 ,而 溶解 裂变 的 速率 
为 KenT8(t -上 ICt 一 避 . 由 于 一 个 染 毒 细菌 在 裂变 时 产生 个 病毒 ,我 们 有 
I =- KS(1)P(t) + ebKe “S(t ~ tI(t - 0) — poPlit). (4.9.6) 
在 海洋 中 ,考虑 病毒 从 周围 区 域 过 来 的 迁 入 显然 是 合理 的 ,为 讨论 方便 ,做 
进一步 的 假设 
(AT) 设 吵 菌 体 从 周围 区 域 迁 入 的 速率 PERRE, 


根据 以 上 讨论 就 有 模型 
E = asco (1 ~ Steet) _ KS(@)P(), 
U - KSCDP(D - Ke" St — e)G - 9) = wd 2), (4.9.7) 
ae 


ap = eo KSG)PG) + &Ke ^" S(t — c) E(t — r) - 2, P(r), 


其 中 6 € m +), T € [0, + 9»), gu; € [0, + œ). 
下 面 分 别 就 8-05 B > 0 ARERR (4,9 的 平衡 点 ， 
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(A) 设 R>0, 记 C = Be C, 表示 嗜 菌 体 的 容纳 量 , 模型 (4.9,7) 的 平衡 
点 是 下 面 方程 组 的 解 
Sla(C - CS + D) - KCP] =0, 
- ul + KSPÓCT) = 0, (4.9.8) 
a, (C, - P) + KSPACT) = 0, 
这 里 
A(T) = be =1, 6(T) = 1-8". 
显然 有 A(T) €(-1,b - D, XT) €0,.).5T= T = (n byg 时 ,还 有 
ACT) = 0. 
通过 直接 计算 可 得 下 面 三 个 命题 
命题 4.9,1 RTAT WAG < wK 时 ,(4,9., 人 有 惟一 的 正平 衡 点 
e- (C aeea), 
这 里 o=KXT Ve. 
命题 4.9.2 ATT WC < xK 时 ,(4.9.7D 有 惟一 的 正平 衡 点 ， 
命题 4.9.3 RT>T WAG < owK 时 ,(4.,9,7D 有 惟一 的 正平 衡 点 
E,= (S' 1° P) RP" E (0,G) S €(0,C). 
B) 设 B= 0.78 
b 


. i 
b` = 1+ RKC), T, = Elng. 


容易 看 出 , FE = (0,0,0) ME, = (C,0,0) 1E (4.9.7 的 平衡 点 ,通过 
直接 计算 可 得 
命题 4.9.,4 设 0<T<T 时 ,(4,9, 人 有 惟一 的 正平 衡 点 


sais p p a(C-S") 
E.= (5° ,1 ,P") [ait T rus] 


REME 4,9,2 和 命题 4.9.3 都 给 出 了 正平 衡 点 的 存在 惟一 性 ,但 命题 
4.9.3 还 进一步 给 出 了 平衡 点 位 置 的 估计 ， 

下 面 讨论 平衡 点 的 稳定 性 ,不 难得 到 下 面 命题 

命题 4,9,5 设 B>0, 则 当 /yK < ON FEAE, = (0.0,C, ) 是 渐 近 
稳定 的 ,如 果 wK > G, , 则 这 个 平衡 点 是 不 稳定 的 ， 

当 B= 0 时 ,我 们 有 

i58 4,96 R R=0. 则 平衡 点 Eu = (0,0,0) 始终 是 不 稳定 的 ,又 当代 > 
T. 时 ,平衡 点 Er = (C00) ZEREA HT< 工时 ,平衡 点 Ej = (C, 
9,0) ETRE B, 
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证 明 ”只 讨论 平衡 点 Er = (C,0,0) 的 稳定 性 ,在 Er 处 ,系统 (4.9.7) 的 特 


-la +A) -a -KC | 
0 - (n + A) KC(1 — ee?) =0. 
0 0 ~ (pp + KC - KCbe ^'?* + A) 


显然 , A = 一 aM = 一 片 是 两 个 负 特征 根 .其它 特 征 根 满 足 方程 
g(A) =p, + KC — bKCe “Te ^" + A = 0. (4.9.9) 

4T = T. Mt RNS g(A)-a-—ae + AXE a = 4+ KC. 此 时 ， 
A = 0 也 是 一 个 特征 根 ,如 果 A = uc tiu ÉgCA) — TB WHE a sc 9E 
因为 (a + u + e =at, AM, T = 工时 特征 方程 没有 正 实 部 的 特征 
R. 

现在 考虑 TT ,也 就 是 

p, + KC > 6KCe*". 
由 g(A)= 0 得 
fp t KC + A = BRKCe re 人 
如 果 ReA 之 0 , 则 有 
Epo + KC +A V1 p, + KC V» eKCe 127 pe |. 

这 说 明 g(A) =0 的 根 都 具有 负 实 部 ,因而 ,当代 > T, 时 平衡 点 EE 是 渐 近 稳定 
的 ， 

当 工 < 工时 ,也 就 是 

tp + KC < BKCe™’, 

由 于 g(0)<0,g(+ %) =+o%, 因 此 g(A)=0 具 有 正 实 部 的 特征 根 ,因而 平衡 
A E, 是 不 稳定 的 , 

地 方 病 平衡 点 稳定 性 的 分 析 是 十 分 困难 的 , 由 于 这 个 原因 CRAS] 对 原 问 
题 做 了 简化 ,在 模型 (4 .9.7) 中 ,通过 忽略 感染 细菌 对 环境 容纳 量 的 影响 并 设 B 
= 0, 则 模型 (4,9, 人 7 简化 为 


83 = esco(1 - 882)- ks)P0), (4.9.10) 
OP =~ kKSGO)PG) + Ke "SQ - OG = 0) = iP. 


对 模型 (4,9,10) 而 言 , E, = (0,0) ME, = (C,0) 始终 是 平衡 点 ,如 果 p 
>0, 则 当 b b —1*5AKC)JEB T « T. 时 ,模型 (4,9,10) 还 有 地 方 病 
平衡 点 EE, = (S”,P”) ,这 里 
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S = P= 


| 
Rowe Dp K CE 
ADR p — 0,8]34 p > b” 时 ,地 方 病 平衡 点 E,  (S'IP') € 


pt = e(1-5-). 


s 


^K 
现在 地 方 病 平衡 点 与 潜伏 期 TER, 
XT o& DOA p = 0 两 种 情况 , 均 记 
t camp Orc a 
U TEOD. žy 2081, UE T, T C[0, T. ], HARPAN, 5 p — RT, 
5 是 b,b € (b°, + 0), A A, 
在 平衡 点 EE， 的 特征 方程 为 


- (ot +A) - KC 
. " =0, 
|- KC - BODe n) -ROA eT) — A 
这 里 KY = a + KCC (riot 
A? + aA + bAe UT etde" =0, (4.9.11) 


这 里 
a = a% + B(E),6 =- B(E),c =—d + au, (1 - $),d = a(1- 20 CO. 
由 于 $€ 00,1) RIA c+ d >0, 由 此 得 知 工 =0 时 特征 根 的 实 部 都 是 
AN, 
证 工 从 0 开始 增加 ,有 可 能 出 现 特征 根 从 虚 轴 的 左边 穿 到 虚 轴 的 右边 而 产 
生 稳定 性 改变 的 情况 ,为 发 现 这 种 情况 ,把 A = tie, w >0 ,代入 特征 方程 得 


1 
w? = 1AQ + 2e = a?) EU 4 2e - à -de aT I 
容易 验证 
P42 - a^ <0, g € (0,1). 
因此 & Sa? 时 ,没有 特征 根 A = tiw w>0, 
当 < d? 时 ,有 一 对 纯 虚 根 A = +iw « > 0 ,使 得 


ES laste, > 0. (4.9.12) 


通过 分 析 函 数 
$(0) = a? (6) — PE) = (1 Oap lH) +2a pl -25)8(5)] 
的 性 态 ,就 可 以 得 到 下 面 的 结论 


引 理 4.9.1 存在 惟一 的 名 ,5 GE (oi) ,使 得 当 tea Direco» 
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DA Cech pit uD«cqu. 

利用 这 个 引 理 可 以 证 明 下 面 的 定理 

定理 4.9.1 记 

be = (6° = (1 gG 

DAR B >0, 则 当 b C (b* ,bh ) 时 ,平衡 点 玉 ， 的 稳定 性 不 会 改变 ;对 所 
有 的 T €[o,T ] ,这 个 平衡 点 是 渐 近 稳定 的 ， 

2) E p —0.J 3 b C (b^ p) FEAE, 的 稳定 性 不 会 改变 ;对 所 有 
的 工 >0 ,这 个 平衡 点 是 渐 近 稳定 的 ,进而 , 当 b > p 时 ,存在 Ty >0 ,使 得 当 工 
€ (0,To) 时 ,已 ,是 渐 近 稳定 的 ,当下 > T, 时 也 ,是 不 稳定 的 ,其 中 


To =o, 0<6, 2x, (4.9, 13) 
而 gg 
. daw,- bw, (c - wi) abw, + (c — wi)d 
sinü; = — Ward c cosh, =s- atta (4.9.14) 


证 明 ERE X T) = (b — De ^* —1) Æ T B8 RH ,如果 
(0 > tO E b E (pb* ,bh ))》, 则 对 所 有 的 下 ET0, 工 ]. 有 KT)» V.E 
由 引 理 4,9,1, 特 征 方程 (4,9,1DD 没有 A = +iw( w > 0) 形式 的 特征 根 ， 

2) 5 p = 0 时 ,地 方 病 平衡 点 与 TER. 因此 特征 方程 的 系数 也 与 TH 
关 , 在 这 种 情况 下 ,我 们 可 以 应 用 文献 127] 第 83 页 中 的 定理 4,1 来 讨论 稳定 性 ， 
MR be (b* ,bh], 则 有 “> t.H5584,9.150 A = tiw, o >0, 这 种 特征 根 
不 可 能 出 现 ,因此 EE, 的 稳定 性 不 会 改变 ,如 果 b >h MWA i< FETH 
值 为 


T, = ÊL .29* n ENU Iol 
v tw, 


时 ,我 们 有 A = +iw(w > 0) 这 样 的 特征 根 ,其 中 6 满足 (4.9,14) ,容易 知道 稳 
定 开关 出 现在 T= 8/e. 
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Cooke, van den Driessche 和 Zou?! $E H T RUE HE RA mI BU ALB 
型 ,本 节 介绍 他 们 的 工作 ,首先 取 种 群 的 动力 学 结构 方程 为 


JN = BONIN - aN, (4.10.1) 


这 里 N 是 种 群 的 数量 d 是 种 群 的 死亡 率 ,B(N ) 是 种 群 的 出 生 率 ,现在 我 们 把 
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代表 种 群发 育 时 间 的 时 灌 引 入 到 (4,10,D , 设 种 群 需 要 m +1 个 阶段 才能 成 熟 ， 
例如 可 以 考虑 一 个 种 群 的 胚胎 期 ,幼年 期 和 成 年 期 3 个 阶段 ,用 T 表示 胚胎 期 
的 长 度 d, 表示 种 群 在 胚胎 期 的 死亡 率 , 则 在 胚胎 期 时 刻 上 种 群 的 数量 为 


EW = BENGONG)e ds, 


这 里 N 是 成 年 种 群 的 数量 ,这 个 式 子 给 出 了 种 群 从 胚胎 期 进入 幼年 期 的 速率 
BING -TINGC — Ti en, 
类 似 地 ,种 群 进入 成 年 期 的 速率 为 
B(N(C— T, - T; )N(G - T, Tean aT, 
RET, 是 种 群 在 幼年 期 所 需要 的 时 间 do 是 种 群 在 幼年 期 的 死亡 率 ,如 果 一 个 
种 群 有 m + 1 个 阶段 , 则 进入 成 年 阶段 的 速率 为 
BONG 一 T- T, »NG- T, --- T, je TT) 
KET 是 种 群 在 第 j 个 阶段 所 需要 的 时 间 ,di 是 种 群 在 第 j 个 阶段 的 死亡 率 ,为 
讨论 方便 起 见 ,我 们 设 d, = d, == d, id T — T, te tT, MURERE 
满足 下 面 方程 


AN = BING - TONG - TY ^ - dNG).— (4.19.2) 


现在 以 种 群 动力 学 方程 (4,10.D F0 (4.10.2) 为 基础 来 建立 SIS 传染 病 模 
型 ,由 于 考虑 SIS 模 型 RNA N = S+I ,我 们 只 考虑 水 平 传染 ,引入 因 病 死亡 
率 ,并 采用 标准 发 生 率 ,在 不 考虑 发 育 时 滞 时 ,模型 为 
dS ASI 


dr = B(N)N - dS — Spt yt. 
(4.10.3) 
Eo Al aue +y), 


这 里 .2m OQ 是 因 病 死亡 率 ,yY>0 是 感染 者 的 恢复 率 , 1> 0 是 有 效 接 触 系 数 ， 
为 TEA AINSI ASE (a 10.3) ,我们 把 种 群 划分 成 两 个 阶段 ,幼年 如 
体 和 成 年 群体 , 设 疾病 只 在 成 年 群体 中 传播 ,不 在 未 成 年 中 传播 :还 设 从 幼年 阶 
段 刚 进入 到 成 年 组 的 个 体 都 是 易 感 者 ,从 上 面 的 讨论 知 ,从 幼年 阶段 进入 成 年 阶 
段 的 速率 为 B(N(t 一 T))N(t - T)e ^^ ,在 这 些 假设 下 ,模型 (4 19.3) lE CS 
dí 


dr SANG) -TUD NUS T (d * e * pI), 
dN . (4.19.4) 
Wr BONG ~ TONG - T)e ^" — dN(1) — eI(1). 


对 出 生 率 函数 B 作 三 条 基本 假设 
(A1) B(N) >0: 
(2) BIN) 是 连续 可 微 的 ,并 且 B N) « 0; 
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(A3) B(0 +) > (d + ge^" HA dei? > Blo) 

假设 (AD 的 意义 是 明显 的 ,(A2 ) 意 味 着 种 群 是 密度 制约 的 ,而 (总 ) 用 来 保 
证 种 群 是 持续 生存 的 ， 

对 模型 (4,10.4) 来 说 ,基本 再 生 数 是 

À 
R-qyrevy 

SRR ARTY ,文献 | 12] 证 明 再 生 数 Re 是 划分 疾病 流行 与 消失 的 阔 值 , 

定理 4,10,1 对 模型 (4, 10.3) RH , 设 (AD — CAS) POE CIC HF Ca ) P m 
T=0) WR R <1 则 当 t 一 中 时 ,IC 一 0 并且 NOON =B'(d), 
也 就 是 疾病 最 后 会 消失 :如果 Re >1, 则 只 要 I(0) >0, 当 t+ 一 off BA N) 


+N = Bd eO c WR) M+ = -PON ,也 就 是 疾病 会 流 


行 ， 
证 明 第 一 部 分 的 证 明 是 平凡 的 ,只 给 出 第 二 部 分 的 证 明 ,模型 (4. 10.98 
价 于 


A ANOD - 16) HO (d+ et DIO, 
(4.10.5) 
IN = BUNGYNG) - dNG) - eC. 


4R, 工时 ,模型 (4.10.5) 有 地 方 病 平衡 点 (I”,N” ), 在 这 个 地 方 的 Jacobian 
和 矩阵 为 

1 1 1 

-4(1- Re) AO - Rey | 


一 上 ce -成 )+ ONON | 


BO2)0 N (N) «0. MFR, > 1 意味 着 A> 8 我 们 就 容易 得 知 dat) 
00,0) <0, 因 而 平衡 点 (1”,N*" ) 是 渐 近 稳定 的 ,如 果 把 系统 (4,10, 的 第 
一 个 方程 的 右 端 记 为 P ,第 二 个 方程 的 右 端 记 为 Q , 则 有 
EIFE MS 0. 

因此 ,模型 (4. 10. 5) 的 地 方 病 平衡 点 是 全 局 稳定 的 , 

下 面 考虑 时 滞 T>0 的 情形 ,首先 ,容易 得 到 下 面 两 个 定理 

定理 4,10.2 设 模型 (4.10.4) 满 足 (A1) ~ (43) MRR, <1 REE 
病 平衡 点 E, = (0,B- (da )) MRR, 2» 1, 则 模型 还 有 地 方 病 平衡 点 E = 
(NT ), 这 里 


I r (abo 


+ 2: Ra Ae ee 


定理 4)10.3 设 模 型 (4 ,10.4) 满 足 (AL) 一 (A3), 如 果 Re « 1,0 34 t> oo 
时 ,IC 一 0， 

Zhao 和 Zou 在 文献 [ 51] 中 补充 了 一 个 条 件 

(A4) (BON)N) 20, VN €(0,o), 

加 了 补充 条 件 ( 息 ) 以 后 ,他 们 证 明了 再 生 数 Ry 仍然 是 划分 疾病 流行 与 消 
失 的 阐 值 ,为 了 阅读 方便 ,我 们 先 介绍 单调 时 滞 微 分 方程 的 一 些 基本 概念 ,用 C 
表示 C( 一 了 ,0],R" )( 也 就 是 | — T.0] 上 的 连续 函数 组 成 的 Banach 空间 ), 用 
C, 表示 C(- T,0], RE). E $ = (6,4) € C. = (A) ECM 
R$(8«4(8,8€I[- TOi = 1,,n RIRE $ « go HSN Fy 
-$€G. 

考虑 


SE = fes) (4.19.6) 


RE f:0>R 在 Q 上 连续 ,而 OZR" XC 的 一 个 开 子 集 ,f 关于 第 2 个 分 量 
在 只 的 每 一 个 紧 子 集 上 满足 Lipschitz% (FF x (t t9 $E) 表示 系统 (4.10.6) 
过 (nm ,$$) 的 解 ， 

考虑 拟 单调 条 件 

(Q) RB ¢<y HANK T i A g (0) = 9 (0) BALE OP EG, 
多) ,我 们 就 称 f 满足 拟 单调 条 件 ， 

3384.10.47) 设 泛 函 f ,g :0 R" 在 Q 上 连续 ,关于 第 2 个 分 量 在 Q 的 
每 一 个 紧 子 集 上 满足 Lipschitz 条 件 HAE Re 满足 拟 单调 条 件 (Q), 进 而 设 对 
FUSE GS) € OA EG d) Salts) WR Q4), 0,4) C adieu, 
则 解 (tto $E) NI x (toto up ,8) 在 共同 存在 区 间 上 ,满足 

x( t$ E) x (0, tp,g). 

这 个 定理 表明 ,对 时 滞 微 分 系统 而 言 , 当 拟 单 调 条 件 成 立时 , 比较 方法 仍然 可 以 
TERI, 

现在 以 定理 4.10.4 为 基础 来 证 明 再 生 数 Re BRIT SRA 
fü. 

为 了 记号 上 的 方便 ,我 们 把 (4. 10 .4) 改写 为 


H APUG) NG) - 10) - (d +e + DIU), 
JN (4.10.7) 
"7 G(N(t - T))e ^? - dN(t) - el(r). 


注意 到 N = S + 工 满足 


84.107 RAR RAEN SIS 模型 + 279° 


AN c GONG - Te! - ANC). 
由 于 (A4) 成 立 ,方程 
AN L GONG = Te * - ANCE) (4.10.8) 


满足 拟 单调 条 件 (Q) 的 要 求 X B CAD Ó0, 2 A 充分 大 时 ,有 GCOA)e^" 一 dA 
<0 因此 这 个 单调 方程 的 解 是 最 终 有 界 的 ,再 由 定理 4.10.4 知 NCO 是 最 终 有 
A. 
记 
C = Cl- 7,0], R2), 
X = K($,$)0 € C: 40) > 80), veci[-T,ol, 
X, = ($,50 € X: $,(0 701, 
OX, = XV Xs. 
ERX, ZX 的 相对 开 集 ， 
注意 到 (4 ,10 .人力 等 价 于 


dE. AFUG)NO) - 16) -Cd +e + GO), 
48. n) - d8() -AFU C), SQ (4.19.9) 


+ GS- T) * IG - TDe^!. 
如 果 初 值 (9, 62) € CHEA O 2 0, 利用 比较 定理 可 知 
I(t,$) >0,8(t,$) 20, Yt 70. 
这 说 明 对 任意 的 $ EX (4.10.7) BRE CEQu S0 N (1,3) RRE Ia, S) 
ONG 2) Z I(1,3), V t €C[0,o9). iE P0): X X (20 E (4.10.7) HE 
义 的 解 半 流 ,也 就 是 (@(t)# (有 = Ie + eA) NGC 64)), 8€[- T0], 
t20., 容易 验证 
OC): XX, Plt) : 9X, > 9X,, Vt 0. 

下 面 再 给 出 一 个 定义 

定义 4,10,120 3€ X € — T Banad 空间 ,P;X — X 是 一 个 连续 映射 ,如 
果 存 在 一 个 有 界 集 BC X 使 得 B 吸引 X 的 所 有 点 , 则 称 P 是 点 耗 散 的 ， 

BF (4.10.7) 的 非 负 解 是 最 终 有 界 的 , 半 流 理 是 点 耗 获 的 ,有 了 这 些 准 备 
工作 ,我 们 就 可 以 给 出 定理 

定理 4.10.5 CAL) 一 (A4) 成 立 , 如 果 R « 1,90 (4.10.7) 的 任何 一 个 
IER CI Gt 9) Nc. $)) 满足 

Jim1(,$) =0, — limN(G 4) = N = B'(de47). 
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UR Re > 1, 则 存在 一 个 B > 0,4868 (4.10.7) 的 任何 一 个 解 (I(t ,多 ) NC, 
$) 满足 


lim infN(Cz, $) > lim inf (r, $) > f. 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 需要 下 面 的 引 理 

引 理 4.10.1. (AD) 一 (A ) 成 立 , 则 存在 一 个 8 > 0, 使 得 (4,10,7) 的 任 
何 一 个 解 (I(t,$),N(t,$)) 满足 

lim sup I BDS z3,, — V$ € Xv. 
证 明 记 
m - da - (a + ede"). 

显然 à 0,598 250 < N < 6 时 ,B(N) > B(04) - y 2 0. MRSA 
论 不 成 立 , 则 存在 一 个 $ EX ,使 得 rm sup | 更 (z)g || «83, FEET >0, 当 
2T MH, Oeil < 8, UC), NOD) = (P040. 由 于 NG) > 


O ,我 们 有 
RON) - PINE Te- (droOND), WEST. 
(4.10.10) 
考虑 线性 时 滞 方 程 
AN S (B+) -7 DNG- DEF- (d+ ONG), — VET 


(4.10.11) 

由 于 B(0-)- 9 >0,(4,10.11) 满足 拟 单调 条 件 (Q) ,由 [41] T 50, (4. 10.10) 
的 稳定 性 与 下 面 方程 的 稳定 性 相同 

AN - [(BO +) - wes? - (4 ING), Ye>T (4.10,12) 
根据 « 的 选取 ,我 们 有 (BGO0+) 一 3)6^57 — (d + ò >0, RHA 
(4.10.11) 的 稳定 模 s E IE B ERE (4.10.11) 所 有 特征 根 的 实 部 的 最 大 值 是 
正 的 ,因此 ,由 文献 [41 可 知 ,N” (t) = eu (4.10. 11) 的 一 个 解 ,这 里 u 9. 
BF ONG) >0,Yt >0, 我 们 可 以 选取 k >0 使 得 N(t) kN" (VEETT 
-T.T X BEREH 4, 10.4, Nt) >EN" (t) V c T, D S t> o 
时 ,N(t) > %, 这 与 解 (I(t),N(t)) 的 有 界 性 矛盾 ， 

引 理 4.,10,2 FEE § ,使 得 由 (4.10.7) 定义 的 半 流 @(t) 满足 

lim sup | 8(2)$ - (0,N) | >ô, V$ € Xo. 
证 明 R 
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n= 去 (+ cu. 
由 于 当 I 了 0 时 ,(N -DAN 了 1> 9. 存在 à >00 EN-IN > 3,V0 
<I< 9. WRES CX, ,使 得 
lim sup | &(2)$ — (0,N) | <&, 

则 存在 T, 0,5518 MZ T, ED, (O9 - (0,80 ll < a (EGO NOD) 
= (0(1)$)(0).JUI Tx) 满足 

Gem (d tety, Yr> Ta 
因此 得 

Tt) ICL en ae e T VIT, 
由 前 的 选择 知 ,7 (dt ec y) 50. 因而 tim I) =+% 2511) BRI 
i. 

定理 4.10.5 的 证 明 ”首先 考虑 R, <1, acd t+ et y, 的 情形 ,由 于 

N(t) 210) >0 ,从 (4.I0.4) 得 


dad rer DIG, Y> Ta 
因而 
IG) x 1(0)e? tmm, Vim. 
这 说 明 lim Hr) = 0. 由 于 NG) 满足 自治 时 法 微分 方程 
AN 2 BONG: - TONG TYe ^" - dNG). 
而 它 又 浙 近 于 
AN - BONG - TONG TAT = ANG). (4.10.13) 


由 (A4) 知 ,(4.10,13) 的 正解 当 + oo BEES AF N. sear mania 自治 半 流 的 
Markus 定 理 ( 文 献 [43] 定理 4.1) ,我 们 有 lim NG) = 

TEZER > 1, 即 >d + e+ 7y, 的 情形 , 记 M = (0,0 M, = (0,N )， 
由 (A4) 知 , = Usea, oC) = IM, M; T ,这 里 w($) 是 (4.10.7) 过 的 解 的 
极限 集 ,显然 IM, LRL IMG | 关于 解 半 流 @(t ) La, 来 说 ,是 不 连通 的 , 紧 的 和 
孤立 的 不 变 集 , 并 且 IM, Mi 没有 一 个 子 集 能 在 OX, 中 形成 环 , 又 由 引 理 
4.10.1 和 引 理 4.10.2,M T0 M, 对 于 XX 中 的 解 半 流 Cc) 来 说 也 是 孤立 不 变 
集 ,并 且 有 W' (M;) NX, = Si = 1,238 W' (M) 2M, 关于 流 @(t) 的 
稳定 流 形 ,从 而 ,文献 22] 关于 流 一 致 持续 生存 定理 的 条 件 都 得 到 满足 , 因而 存 
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在 BR>0, 使 得 (4.10.7) 的 任何 一 个 解 (I(t,$),N(t,$)) 满足 
lim infN(2,$) Z lim inf (1 ,$) 2 f. 


$4.11 疾病 在 食 饵 中 传播 的 捕食 与 被 捕食 模型 


Xiao 和 Chen 在 文献 [49] 中 提出 了 疾病 在 食 饵 中 传播 的 捕食 与 被 捕食 模型 , 
模型 的 建立 过 程 如 下 ,用 N 表示 食 饵 的 总 密度 ,了 表示 捕食 者 的 密度 ， 


作 如 下 基本 假设 
(HD 在 没有 疾病 时 , 食 饵 的 密度 服从 Logistic 规 律 
® = n(i-R), (4.11.1) 


(H2) 当 疾病 出 现时 ,把 食 饵 种 群 分 为 两 类 , 易 感 者 和 感染 者 ,它们 的 密度 
分 别 用 S 和 I 来 表示 ,因此 ,N 28 T, 

(H3) 为 简单 起 见 , 设 易 感 者 食 饵 能 够 按照 Loggtic 规 律 再 繁殖 ,而 感染 者 食 
饵 没有 生育 力 ,但 对 易 感 者 食 饵 繁 殖 的 环境 容纳 量 有 影响 ， 

(Hj) 设 疾病 只 在 食 饵 种 群 中 传播 ,被 感染 的 食 饵 不 会 恢复 ,疾病 发 生 率 服 
从 双 线 性 定律 ,概括 来 讲 ,在 没有 捕食 者 时 , 易 感 者 食 饵 和 感染 者 食 饵 满足 下 面 
的 规律 


ds Sti 

rid esit - 5e ) ar. 

dl (4.11.2) 
Z = BSI -d 

do ， 


这 里 是 感染 者 食 饵 的 死亡 率 ， 

(H5) 设 捕食 者 的 死亡 率 为 d ,对 易 感 者 食 饵 和 感染 者 食 饵 的 攻击 率 分 别 为 
P1 ,Pz ,把 食物 转化 成 生育 的 效率 为 K ,所 需要 的 时 间 为 t 

在 以 上 假设 下 ,就 有 模型 


& = esi -Sk !)- as- PSY, 
S - gsr — d - pal, (4.11.3) 
OY =~ ay + mp Sle — )YG + ple DYU - 9, 
这 里 kx = xe. 
为 讨论 方便 起 见 , 作 无 量 岗 化 处 理 , 令 
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为 了 记号 上 的 方便 ,变换 后 把 变量 w 仍 用 + 来 表示 , 则 模型 (4,11.3) 变 成 


T = asd (84) hy 


di 


di = % chi hiy, (4.11.4) 
R =- biy existe = Dy = t) + hi - OyG = 0, 
这 里 
a = aR b= gie bs ge 
I EET r= BK. 


在 下 面 的 讨论 中 ,我们 设 p, = 0 ,也 就 是 捕食 者 仅仅 吃 有 病 的 食 饵 ， 
模型 (4 ,11.4) 的 平衡 点 为 


Ey = (0,0,0). Ey = (1,0,0), Ew G3) = (o, So 
URE, =(s* iy) EP 


_ axl, ~ bita) eS bi .o ak (d - 5) - 61+ a) 
= ad, O? 0! Ut Y 700707 T udi . 
边界 平衡 点 Ey 存在 的 条 件 为 b <1. EFKA E” 存 在 的 条 件 为 

h 2A = 0. (4.11.5) 
不 难 证 明 下 面 定 理 


定理 4,11,1 E 总 是 一 个 鞍点 , 当 b DINE, 稳定 , 当 b < 工时 Ep 不 
稳定 , 当 b < 1 时 平衡 点 Ew 存在 ,进而 ,如 果 1, <l ,Ew 是 稳定 的 ;如 果 1; > 
L ,Ew 是 不 稳定 的 ,此 时 ,平衡 点 已” 存在 

记 

1 axl, (1 — 62) 


Ch) "7 ba)” 
从 上 面 的 定理 知道 ,如 果 o> 1 Ey FE ER 决定 了 疾病 是 否 持续 ,如果 R 
1, E FE SAR, 决定 了 正平 衡 点 是 否 存在 ， 

定理 4.11.2 WRI >0 ,并 且 


h > max {322 ADO B3 . 


则 当 z 从 0 增加 时 ,存在 一 个 ,使 得 当 cE10, 5) 时 EE” 是 稳定 的 ,而 当 o> 
s H E' 是 不 稳定 的 ,进而 ,系统 (4.11.4) 4 c= v FE E! 8 Hopf 分 枝 ， 


o 
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文献 [49] 还 研究 了 模型 (4.11.4) 边界 平衡 点 的 全 局 稳定 性 ,模型 (4.11.4) 
的 一 致 持久 性 ,并 通过 计算 机 模拟 发 现 随 着 时 滞 长 度 的 变化 ,正平 衡 点 经 历 了 稳 
定 开关 的 变化 ， 


$4.12 一 类 SIS 模 型 的 后 向 分 枝 


Van den Driessche Tl W atmoughi ^ 在 经 典 的 传染 病 模型 中 引入 了 变动 的 有 
效 接触 系数 , 当 有 效 接触 系数 是 感染 者 的 函数 时 ,证 明了 SIS 模 型 有 后 向 分 枝 ， 
揭示 了 非 线 性 有 效 接触 系数 的 重要 性 和 复杂 性 ， 


4.12.1. 模型 的 建立 


用 I(t) 和 S(t) 分 别 表示 感染 者 和 易 感 者 的 比例 ,于 是 有 S(t) = 工 一 
I(1) , 设 疾病 只 可 能 出 现 水 平 传染 ,也 就 是 所 有 新 出 生 的 个 体 都 是 易 感 者 :又 设 
没有 因 病 死亡 率 ,每 个 成 员 的 出 生 率 和 死亡 率 都 是 相等 的 常数 b > 0, 进 而 , 疾 
病 发 生 率 为 XCI(t))I(t)S(t). 注 意 这 里 有 效 接触 系数 和 是 感染 比例 的 函数 , 
这 一 点 是 独特 的 ,在 多 数 情况 下 ,我 们 都 设 有 效 接触 系数 是 一 个 常数 ,文献 [46] 
指出 ,感染 者 和 易 感 者 接触 时 的 饱和 效应 ,感染 者 和 易 感 者 的 多 次 接触 ,以 及 种 
群 由 于 疾病 流行 而 改变 行为 等 都 会 出 现 这 种 情况 ,例如 ,Levin 和 Heathcote 等 在 
SCHR] 28 ,29 ,23 ] 中 提出 的 有 效 接触 系数 为 


XD-kF'(1-D^', p2l.azt. (4.12.1) 
Cooke 和 Yorke 在 文献 [ 13] 中 提出 了 下 面 的 有 效 接 触 系数 
XI) = RI+ Wy, BR>0,P 21. (4.12.2) 


这 些 有 效 接触 系数 都 是 依赖 于 IB., 
设 有 效 接触 系数 ACD 满足 ， 
CAD) 3(0) 2: 0.5 (09, 1] E, XI) >0. 在 10,1] 上 , XI) 连续 ,疾病 发 生 率 
DA- D 有 连续 导数 ， 
用 P(t) 表示 一 个 感染 者 经 过 时 间 + 仍然 在 感染 类 的 概率 , 设 P CO 满足 
(A2)P(t) 之 0:P(t) 是 非 增 的 :P(0 +) = 1;r = NOT € 
(0,9). 
用 Ag Ct) 表示 上 = 0 时 的 感染 者 经 过 时 间 上 后 仍然 在 感染 类 的 比例 , 设 
I, C) 满足 ， 
(A3) To (1) 20:1, Ct) SERE AY T E0110) € [0,1]; lim fot) = 0. 
在 以 上 假设 下 ,就 有 模型 


$4.12. 一 类 SIS 模型 的 后 向 分 枝 > 285 - 


IG) = ERG) + [Aouad ~ Tu) PC = ade du, — (4.12.3) 


XE rz. 

为 研究 方便 起 见 ,我 们 对 模型 (4.12.3) 做 一 些 改动 , 记 
iato, 24 M0) >0 F, 
Hh. 4 0) - 0 Rf. 
Ra = os 


ào = 


f= PaMa-), o<r<, 
° 


Pe) = IPEDE”, (m0. 
WEE 4.12. DTUREA 
10) = HO + Rof Ma) QG0)BG adu. (4.12.4) 


由 (A2) 知 , P(t) 是 非 负 的 \ 非 增 的 ,并 且 | Pw de =1. 从 f 的 定义 知 , 当 
X0) = OF £(0) =0, 而 当 X0) >0 时 f(0) =1 
4,12.2 平衡 点 的 性 态 
如 果 I(t) = 1 SAE. 12.4) 的 一 个 常数 解 , 则 
i-a + RAD BG - «e. (4.12.5) 
4 p> 00/8 
I= Rif), 0<T<1. (4.12.6) 
反之 ,如果 工 满足 (4,12.6) , 则 按照 方程 人 4 ,12,5) 来 取 Ig (t) JURE AY T, (c) ER 
满足 (4A3) ,并且 工 显然 是 方程 (4 ,12.4) 的 一 个 常数 解 , 因此 ,I 是 平衡 点 的 充 要 


条 件 是 I 满足 (4,12.6) ,平衡 点 II = 0 叫做 无 病 平衡 点 ,而 平衡 点 I >0 叫做 地 
方 病 平衡 点 ,显然 地 方 病 平衡 点 [满足 


Rfi.) = 1. (4.12.7) 
为 了 确定 地 方 病 平 衡 点 , 记 
X= 10) UIE (0,1) 1 fC) = 0} (4.12.8) 
EX 
Ro uy P = appa: 
IEX IEX 


显然 , R SR, L/R ZED 的 全 局 最 大 值 :除了 右 端 点 外 ,RY JE ECD 局 部 
极 值 的 最 小 值 , 由 (AD 和 f(T) 的 定义 知 ,f(D EO, 上 连续 和 非 负 0,1) 
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EREE EI = 1 处 取得 最 小 值 {(1) = 0, BUE 0 < R < %, 注 意 到 f (0) € 
10,1). OR £(0) =1 LIF 1 R$ « oo ,而 如 果 f (0) =0, 则 R% =+ oo, 由 这 
些 性 质 可 以 得 到 

定理 4.12.1 3X CAD) ~ (A3) 成立. 则 模型 (4,12.4) 具 有 以 下 性 质 ; 

D 始终 有 无 病 平衡 点 ， 

2) 当 R < RS 时 ,没有 地 方 病 平衡 点 ， 

3) 4R, > RS 时 ,至少 有 一 个 地 方 病 平衡 点 ， 

4) AR, > RY 时 ,恰好 有 一 个 地 方 病 平衡 点 ， 

下 面 接着 讨论 平衡 点 的 稳定 性 ,方程 (4,12,4) 在 平衡 点 工 处 的 特征 方程 为 

Rif e*PGoda = 1, (4.12.9) 
这 里 
Ri = RODY 0,4 = Ro fC) + IFC). 


为 了 分 析 特 征 根 的 位 置 ,我 们 需要 下 面 两 个 引 理 
引 理 4.12.1 Su >0 时 ,如 果 g(u) 是 非 负 的 ,有 界 的 和 非 增 的 ,并 且 有 0 


< | studu < oo N 


[gsin(y)du = 0 (4.12.10) 


的 充 要 条 件 是 y = 0 或 g(u) 在 每 一 个 区 间 2m <u €«2z(n t D/s EE 
数 , 其 中 是 非 负 整 数 , 

证 明 Sy =0 时 结论 显然 成 立 , 当 了 天 0 时 ,由 于 si 以 -yu)= 一 sin(yu)， 
只 需 考虑 y > 0 的 情形 .方程 (4.12.10) 中 的 积分 是 无 穷 序列 


aul nt Dy 


2.7], gla)sin( yu )du 
的 级 数 和 ,由 于 g Cu) 非 负 可 积 ,这 个 级 数 是 收敛 的 ,又 由 函数 sin Bg 的 性 质 得 
nin HZ IY 
a =f. ) alu) - glu + mly))sin( uda 20. (4.12.11) 


因此 ,方程 (4.12. 10) 成 立 的 充 要 条 件 是 每 一 个 as WA a, — 0. (4.12.10 
知 ,ar — 0 的 充 要 条 件 为 :在 区 间 2mAy <u < 2n(n t VBA Eg(u * wy) 
= glu), BF glu) EË H ENTF alu) TE2m/y « u €«2zn(n t DAE 
EEK, 

51388 4.12.2. 如果 Pu) EC AZ) UME E (4. 12.9) 来 说 ,任何 一 
个 不 是 实数 的 特征 根 具 有 人 负 实 部 ,进而 ,如果 特征 方程 (4,12.,9) 存在 一 个 实 特 
ER WAR > 1 时 ,这 个 特征 根 是 正 的 ; 当 Ri < 1 时 ,这 个 特征 根 是 负 的 ; 当 
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R = 工时 ,这 个 特征 根 为 0 
证 明 设 z = xtiy SEAR 12.9) 的 根 ,这 里 x 和 y 都 是 实数 , 则 
x 和 y 满足 


Rf e "P(u)sin(yu)du = 0, (4.12.12) 


Re “Pleos( yu du =i. (4.12.13) 


首先 考虑 一 个 具有 非 负 实 部 的 特征 根 ,也 就 是 设 x 之 0. 如 果 民 = 0,004.12, 13) 
不 能 被 满足 ,如 果 R 天 0 , 则 由 引 理 4,12,.1, 方 程 (4.12.12) 有 根 的 充 要 条 件 为 
y =ORS eP(u)1ES— T IH 2m/ <u €«2z(n t DA EE RR ,对 后 
一 种 情形 ， 由 于 方程 (4 ,12,13) 中 的 积分 为 0 ,方程 (4 ,12.13) 不 能 被 满足 , 因 
此 ,由 x 之 0 就 推出 y = 0. 

现在 考虑 特征 方程 的 一 个 实 根 x x 满足 


Rf e "Poo. =1. (4.12.14) 


OR x 之 0, 则 方程 (4,12, 14) 中 的 积分 是 正 的 ,并 且 是 x 的 减 函 数 ,因此 , 当 民 
之 1 时 , 实 特征 根 x 必然 是 负 的 ; 当 R， > 工时 ,由 于 方程 (4.12.14) 中 的 积分 是 
x 的 减 函数 ,利用 连续 函数 的 介 值 定理 ,容易 知道 方程 人 4 .12.14) 存在 惟一 的 正 
实 根 z: 当 BB = 工时 ,方程 (4,12.14) 存在 惟一 的 正 实 根 x = 0. 

由 引 理 4 ,12,2 立 即 可 得 下 面 定理 中 的 结论 1) 和 3) ,利用 文献 [ 33] 可 以 证 
明 下 面 定理 中 结论 2), 

5E38 4.12.2 E CAT) -— A3) 成 立 , 则 模型 (4,12,4) 具有 下 面 的 性 质 ， 

DMR 20) 20,25 R, < 工时 ,无 病 平衡 点 是 渐 近 稳定 的 ,而 当 Ro 01 
时 ,无 病 平衡 点 是 不 稳定 的 ; 

2) 如 果 200) = 0, 则 无 病 平衡 点 始终 是 渐 近 稳定 的 ; 

3) 对 于 地 方 病 平衡 点 LRH, SE) < 0 时 是 渐 近 稳定 的 , 当 f (1 )> 
0 时 是 不 稳定 的 ， 

从 定理 4.12.1 可 以 看 出 ,Re 对 平衡 点 的 个 数 和 位 置 起 着 很 大 的 作用 ;而 定 
384.12.2 表明,f (D) 决定 了 地 方 病 平 衡 点 的 稳定 性 , 由 于 f (1) 是 连续 的 ,在 
R - 工 平面 上 按照 方程 (4.12. 力 画 出 的 连续 曲线 就 是 平衡 点 的 分 枝 图 ， 

H X(0) >0. 则 R。= 1 是 无 病 平衡 点 稳定 的 分 枝 信 , 当 Re SEE LESE ,无 病 
平衡 点 的 稳定 性 发 生 改 变 ,并 出 现 地 方 病 平衡 点 , 由 地 方 病 平衡 点 组 成 的 曲线 和 
Ry 轴 相 交 ,如 果 f (9 < 0 , 则 局 部 稳定 的 地 方 病 平衡 点 分 枝 曲线 和 R 轴 相 交 
于 R = 1, 这 种 情形 称 为 前 向 分 枝 ,如 果 f'(0) >0 , 则 局 部 不 稳定 的 地 方 病 平衡 
点 分 枝 曲 线 和 R 轴 相 交 于 R = 1, 这 种 情形 称 为 后 向 分 枝 (图 4.2) ， 
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定理 4.12.3 VW (AT) 一 ( 妈 ) 成 
立 ,并 且 260) 20.925 x (0 < 200) 
时 ,在 R =1,I=0 处 模型 (4,12.4) 
有 前 向 分 枝 ,而 当 X(0) > X(0) 时 ,在 
` R, = 1,1 =0 处 模型 (4.12.4) 有 后 向 
^N 分 枝 ,进而 ,如果 模 型 (4.12.4) 有 后 向 
^ AER, «13 BAUR «R «1 
? ' % gH (4.12.4) 有 多 个 稳定 的 平衡 
证 明 ”只 证 定理 的 后 半 部 分 , 当 
后 向 分 枝 存 在 时 ,对 于 Re < 1, 有 一 枝 不 稳定 的 地 方 病 平衡 点 存在 , 由 于 这 些 平 
GARZA (4.12.70) 的 解 ,再 由 RS 的 定义 立即 知道 R < 工 ,进而 ,由 于 ff( ID) 
连续 和 f (D) = 0, 当 Rs < Ro <1 时 ,一 定 有 一 枝 地 方 病 平衡 点 曲线 ,在 这 个 曲 
SER) <0, 也 就 是 这 些 平衡 点 是 渐 近 稳定 的 ,又 由 于 R < 1 时 ,无 病 平衡 

点 始终 是 稳定 的 , 当 Ry < R。< 1 时 ,至 少 有 两 个 稳定 的 平衡 点 ， 
文献 46] 还 对 有 效 接触 系数 (4.12, 久 讨论 了 模型 (4 ,12,4) 后 向 分 枝 的 存在 

性 ， 


图 4.2 后 向 分 枝 图 
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前 面 我 们 看 到 ,研究 具有 确定 时 灌 的 传染 病 模型 平衡 位 置 的 局 部 稳定 性 的 
一 种 常用 方法 是 特征 方程 法 ,这 种 方法 是 ,首先 求 出 模型 关于 所 讨论 平衡 位 置 的 
线性 近似 系统 ,再 求 出 此 线性 近似 系统 的 特征 方程 , 若 所 有 特征 根 均 具有 负 实 
部 , 则 原 模型 的 平衡 位 置 是 局 部 渐 近 稳定 的 , 若 至 少 存在 一 个 特征 根 具有 正 实 
部 , 则 此 平衡 位 置 是 不 稳定 的 ,这 时 也 简单 地 分 别称 对 应 特征 方程 是 稳定 的 或 不 
稳定 的 , 由 于 特征 根 中 含有 时 滞 t, 因 而 特征 方程 的 稳定 性 可 能 随时 浇 t 的 增加 
而 发 生 改 变 ,K, Cooke 等 称 这 种 现象 为 稳定 性 的 开关 现象 5 , 下面 我 们 介绍 两 
类 常见 特征 方程 稳定 性 的 开关 现象 及 其 最 终 稳定 性 的 判定 法 ， 


4.13.1 第 一 类 特征 方程 


1986 年 , 氏 , Cooke 与 van den Driessche 研究 了 下 列 类 型 的 特征 方程 
P(3*Q(3e* =0， (4.13.1) 
其 中 PP ,Q 为 和 的 解析 函数 或 作为 特例 是 > 的 多 项 式 ,他 们 获得 了 稳定 性 开关 发 
生 的 判 据 ,并 证 明了 当 
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F() ÂI PG) FP -1 Q(iy) 1 =0 
存在 两 个 正 根 时 ,特征 方程 (4.13 ,了 的 稳定 性 将 随时 灌 t 的 增加 而 改变 ,但 经 过 
有 限 次 改变 后 必 最 终 不 稳定 ， 
然而 , 若 模型 考虑 时 滞 阶 段 种 群 的 自然 死亡 率 时 ,其 特征 方程 的 参数 通常 依 
RETER z, 这 时 特征 方程 (4,13, 卫 将 相应 地 变 成 
P(,7) + QQ, t)e™ = 0. (4.13.2) 
ALT PE (4.13.2) ,Brertta 和 Kuang 在 文献 [6] 中 发 展 了 Cooke 等 所 提出 的 方 
法 ,给 出 了 特征 根 穿 过 虚 轴 方向 的 判定 公式 ,并 借助 于 几何 与 数值 计算 发 现 了 
(4.13.2) 5 (4.13. DESE PT LIE RE ,举例 说 明了 方程 (4.13 ,分 在 通过 稳定 
性 开关 后 可 能 出 现 最 络 稳定 , 李 建 全 与 马 知 恩 进 一 步 研 究 T 77 18 (4.13.2) 的 稳 
定性 开关 ,给 出 了 其 最 终 稳 定性 的 判定 准则 ,在 一 般 情况 下 ,不 需要 数学 软件 便 
可 判定 其 最 终 稳 定性 ,下面 介 绍 这 些 工作 [371， 
考虑 特征 方程 (4,13, , 设 
P(A,r) = A +a(rA +clr), Q(Q,r) = o(r)a t+ d(r), 
KEN vmm. 
对 上 式 中 的 函数 作 如 下 假设 
(A1) Eftal) bl) cl OM d( DERM Ro =[0, + %) 都 是 连续 可 
微 的 ; 
(A2) 对 任意 的 tE Ro ,都 有 dD tdl) A0: 
(A3) 对 任意 的 c € Roo PCy, 9 + Q(iy, 050: 
(A4) (4.13.2) 的 所 有 根 都 是 单 的 ; 
(A5) 4 t= 0 时 , (4.13.2) 的 所 有 根 均 具 有 负 实 部 ， 
假设 (AD RUE T (4.13.2) 解 的 连续 性 :(A2) 保证 了 、 = 05 (4.13.2) 
的 根 ,并 且 c(d Md 六 不 同 为 零 :(A3) 保 证 了 P(》, 9 =O Q6A, Y= OR 
有 共同 的 纯 虚 根 (Aa) RUE T (4.13.2) 的 解 X= X( DRT r 的 导数 在 入 = tiy 
处 不 为 零 ;(A5) ERE (4.13.2) 当 t= 0 时 是 稳定 的 , 记 
D(A,r) = POA,T) + QU, rie”. 
假设 (4,13, AHR REPE EIR A = +iy(y 20). A= iy 代入 到 
(4.13.2) ,并 且 分 离 其 实 部 与 虚 部 ,得 
Trin + d(ír)esy: =- [c(2) - y], (4.13.3) 
d(v)sinyt — b(r) yoosyr = a(r)y. UT 


(4.13.3) 9] 8 
F(y,r) & y! - (9 (2) + 2e(r) -a Cy! + [80 - d$(0)] = 0. 
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记 
Fit) = Br) + 2e(0) - a(t), 
flr) = ele) - d(e), 
f(z) = f Xe) - AG). 
则 
F(y,r) = y -f(ry + fale) = 0. (4.13.4) 
进一步 假设 


(4) 对 于 TER, (4.13.4) WRA ERREA B EE E, CO -06- 
1,2,3) 至 少 有 一 个 正 的 单 根 ， 
Hf DSO MRE, 9 2 08 IETR y, My M 


Rat) +JAw), FAO-A 4.13.5) 
id y( 29 AFE (4.13.4). 的 正 根 ,要 使 iyl) (4.13.2 HARIR, CD 
也 必须 满足 (4.13.3) BR Co, D 2 0 JE IETR y C 2 fr E RC DORT, 由 假设 
(A2) HT ER, A by c d^ 7 0, 因此 ,从 (4,13,3) 可 得 
- b()yGG) - y )* a(r)d(t)y ， 
bi(r)y +d (r) 


_ d(GOGG) - y) + a(t)b(r)y" | 
VC)! + (0) 


sinyr = 


(4.13.6) 


cosyt = 


其 中 y =y(D(rtE Ca, B) Æ (4.13.4) HER. 
若 c= c WA (4.13.6) M iy( c ) 便 是 (4,13, A-SI, EL 
& x) BUE (4.13.3) (4.13.6) 中 的 y = y( 可 ,得 


oaa + d(z)cosd =- (elr) - y), 


d (c)sind — 6(r)ycosg = a(r)y, (4.13.7) 
即 
sin@(z) = yet) an A ec, p), 
54 (4.13.8) 
cos (c) = - elr) = y) + a) (ey gno. 


&'(c)y + d(x) 
于 是 由 (4.14 .8) 可 确定 函数 6= Or) €[0,2x], 
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arctan $ sind > 0,cosd > 0; 
5. 若 sing = 1,cos = 0: 

O(c) = x + arctan $, # cos < 0; (4.13.9) 
3, # sin@ =- 1,058 = 0; 


2a + arctan $, Ë sind < 0,cos9 > 0. 


比较 (4.13.6) 与 (4.13.8) 知 , 若 t= c WE (4.13.6) WE « EN, = 10,1, 
3,… 上 | ,使 得 


y(r)r = Kr )+2kr, cC (a, B. (4.13.10) 
根据 (4 ,13,10) ,可 定义 函数 
(ry ALDEA, re (ep). 4.13.11) 


为 了 方便 起 见 , 作 如 下 假设 

CAT) 对 于 给 定 的 Ek € No ,S( 9 = KER a, B) Cw, DE < oo). E 
解 的 个 数 是 有 限 的 , 且 每 个 根 都 是 单 根 ， 

根据 以 上 推理 可 得 

定理 4.13.1 CAD ~ CAT) 成立 , 则 E iy (8 ) 是 特征 方程 (4.13.2 的 
纯 庶 根 的 充 要 条 件 是 存在 整数 E CN ,使 得  € (a B) 是 方程 

Xr) Lig S(r) = 

的 根 ,其 中 OC x) m(.13.9 EX, A yO oC c € Co, B) E (4.13.4) 的 一 
R. 

由 文献 6] 可 知 

定理 4.13,2 设 (AD 一 (A7) 成 立 ,又 设 X= UO, c€ Co, BE (4.13.2) 
的 一 个 特 TE RAE S Ele BER A= iy( +) 是 (4.13.2) 的 一 个 纯 
AAR , 则 当 t 增 大 并 通过 r= oO OD FORA KT RAR 


四 ) si | tS (x) ae 
MR 和 Y= 1, 则 当 zt 增 太 并 通过 t= S 时 ,X= Ao AZAA OR 
Y= 一 1, 则 当 * 增 大 并 通过 t= S 时 ,X= Ao 从 右 向 左 穿 过 虚 轴 ， 

下 面 介绍 最 终 稳 定性 的 判别 准则 [32.57 ， 

根据 定理 4.13.2, WR (4.13.2) HAARR JU (4.13.2). 的 稳定 性 不 会 发 


V = sign 
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生变 化 ,于 是 有 定理 ， 

EF 4.13.3. (AD. ~ CAT) 成 立 ,如 果 对 于 任意 的 c € 0,0) A 
Fly, 日 =0 都 没有 正 根 ,或 对 任意 的 k CN, ,方程 S( 让 =k 都 没有 根 , 则 对 任 
意 的 cC[0, + 0),(4.13.2) 都 是 稳定 的 ， 

以 下 总 假设 存在 tE (0,0), 4E (4,13.2 FEARR. 

定理 4.13.,4 RAD ~ (CAT) ROL Hi (4.13.4) 仅 有 一 个 正 根 y. Cd. 

D Ey, Co HPEEKRMZARN (4.13.9 一 定 最 终 稳 定 ; 

2) 若 y,( 了 的 存在 区 间 是 无 限 的 , 则 (4.13.2) Slim sup, (Dd <OnRS 
稳定 的 , 当 lm inf8, (9 >0 时 是 最 终 不 稳定 的 ， 

定理 4,13,5 (AD. 一 (A7) 成 立 ,又 设 (4,13,4) 仅 有 一 个 正 根 y, C9, 
且 其 存在 区 间 是 无 限 的 , 则 

1) fü lim sup, (3 70 lim inf8, (9«0,0]25 HAM (4.13.2) & 
在 稳定 和 不 稳定 之 间 相互 交替 ,从 而 会 发 生 无 穷 多 次 稳定 性 开关 ， 

2) HR limS, ()=0,88. (0) - UB BATE , 则 (4.13,2) 是 最 络 稳定 
的 ， 

3) MR lim8, (9 =0,88, (人 9=0 有 奇数 个 根 , 则 (4,13,2) 是 最 终 稳定 
的 ， 

4) NUR lim S. ()=0,88, (2 =08 GAME WS t 增 大 时 ,(4.,13,2) 
总 在 稳 定 和 不 稳定 之 间 相 互 交 蔡 ,从 而 会 发 生 无 穷 多 次 稳定 性 开关 ， 

2agie QD ~ CD Hr IAS <0, ATEA 有 两 个 
由 (4,13,5) 定 义 的 正 根 y, Cd fl y. (d. 

D WX y, (o8 y. (了 的 存在 区 间 都 是 有 限 的 , 记 存在 区 间 的 右 端 点 值 
A x,81(4.13.2) 48, (DEN, 或 RaxS， (3-8& (EN Bum ax. (od 
> S- (G € N, 时 是 最 终 不 稳定 的 , 当 m a8, (2) > 8, (9 EN, 有 maxS_ (9 
= 8. (9 EN 时 是 最 终 不 稳定 的 ， 

2) WR y, (CO 的 存在 区 间 是 无 限 的 ,而 y (o 的 存在 区 间 是 有 限 的 , 则 
(4.13.2) "limsupB, ( 全 <<0 时 是 最 终 稳 定 的 , 当 liminfS,( 人 >0 时 是 最 终 不 

DUR y, (9 My (o 的 存在 区 间 都 是 无 限 的 ,并 记 

S,= limsupS, (t), S,- liminfS, (r), 


imsupS. (r), S.= liminfS. (r), 


$4.13 四 类 特征 方程 的 稳定 性 + 293 - 


W4.13.23 [S ]<0 或 a<S <5 <q+l(qEINu) 时 是 最 终 稳 定 的 , 当 
[8 ] »[8 ] 时 是 最 终 不 稳定 的 ， 
f| SES SEIS 传 染病 模型 


GB = (6 - d)SC2) = PSO) + v CO, 
EH = PSHE) ~ BSG - 0G - 0e * ~ dEG), (4.13.12) 
di 


Eris = Be*S(Qr- 4G - 7) -(dt+at MG), 


HRP bAWERAM d 为 自然 死亡 率 系数 a Y 分 别 为 因 病 死亡 率 与 恢复 率 
系数 ， tr 为 疾病 的 潜伏 期 ,这 里 我 们 考虑 了 潜伏 期 间 种 群 的 自然 死亡 率 , 因而 在 上 
一 t 时 被 传染 而 在 潜伏 期 结束 时 刻 上 仍 存活 的 感染 人 数 为 Ba da- 
Dew ,它们 也 就 是 上 时 刻 单位 时 间 进 入 仓 室 I 的 病人 数 ， 
由 于 (4,13,12) 中 第 一 和 第 三 个 方程 不 含有 E , 故 可 考虑 仅 由 这 两 个 方程 
所 构成 的 系统 


SS = (6 - DSU) - BSCOTCO + Yi GO. 
(4.13.13) 
时 = pets c ooo Gras 0G. 
容易 看 出 , 当 g =b-d>0,wAdt at y> yeu HAR, 13.13) 存在 惟 
一 的 正平 衡 点 P' (8 ,IT ). 相 对 应 的 特征 方程 为 
[At gt fr) to) - e[A + g) -Dle* =0, 


其 中 f(r) = 


ur 


一 ye 
4 0 时 遇见 P” 稳 定 ,类 似 于 (4,13,4) 的 导出 可 得 
Fyr) D y + g! GO! -wg [1-2f(0)] = 0, (4.13.14) 
29-3 
其 中 1 -2f(r) = ew 


1) 当 wu 之 37 时 ,容易 检验 对 一 切 tr>0 有 1 一 2f (如 >>0, 从 而 (4.13.,14) 
有 惟一 正 根 y( 9,0 < ccv o». 


2) 当 y<w<37 时 , 当 r > 一 lu 时 ,1 一 2f( 2) 20 AmA ER 


xc tT rst om, 
可 见 ,在 任何 情况 下 ,F(y, o = 0 正 根 的 存在 区 间 是 无 限 的 ,由 定理 4.13.4 的 
2) ,为 判定 其 最 终 稳 定性 ,需要 考察 S，( 引 的 上 下 极限 ,因为 
lim yC) =0, 
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从 而 由 (4,13,14) 式 可 知 

dim y(r) = Vog. 
而 &9€(02m9. T€ B 13.10) 式 可 得 lim 8€ 9 =+ o REEF 4.13.4 
知 ,在 任何 情况 下 P* 都 是 最 终 不 稳定 的 ， 


4.13.2 第 二 类 方程 的 稳定 性 


在 不 少 情况 下 ,我 们 还 会 是 通 到 如 下 类 型 的 特征 方程 ， 


DA, t) Ê POs) * QA, Oe" + RG,oe?* = 0, (4.13.15) 
其 中 


PO) = Y pC), 


RA, e) = 3h, 


ez 
RA,T) = Sloan > maxz {mi}. 
e 
3 p.Q.QR PPAR cH ,文献 58] 进行 过 详细 的 研究 ,得 到 了 特征 根 穿 过 纯 
虚 轴 方向 的 判定 公式 ,稳定 性 开关 出 现 的 条 件 ,并 证 明了 其 最 终 不 稳定 与 方程 
(4.13.1) 类 似 ， 
M p.QQR PAH cit ,文献 | 53] 用 与 第 一 类 方程 类似 的 方法 进行 了 讨 
论 ,获得 了 相应 的 结果 , 现 简 述 如 下 ， 
MF (4.13.15) , 作 如 下 假设 ， 
(AL) 对 于 120, p, (2 = 1p, COCK 20,1, n- D Co(k = 
9,1, m) 8l xCo(k =0,1,…,1) 是 连续 可 微 的 ， 
显然 ,(4.13,15) 等 价 于 方程 
POCA. Dext QCA D+ ROA 9e" =0， (4.13.16) 
15 (4.13. 15) (9 (4, 13, 16)) BM REIR. x = +iy(y 20) , 则 将 和 = iy 
代入 (4,13,16), 并 分 离 实 部 和 虚 部 ,得 
| PRe(y,r) + Re(y,r)jcosyr - (P; Cy, 0) — Ry(y,7) Isinye + Qe (y,7) = 0, 
IP,(y,7) + Ry, c)boosyc + {Pe(y,7) — Re(y,r) lsinyr + Qi(y,r) = 0, 
其 中 PR(y,r),QR(y,r) 和 Rea(y,r) SHE PCGy c), QUy. c) 8 Ry, 0) 
的 实 部 :Pi(y,r),Qi(y,r) MR Cy 0) PAE Ply, c) QGy OO RE RGy. c) 
的 虚 部 , 记 
G(y,7r) =1 P(iy,t) I* -1 RGy, 2) I°. 
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则 当 G 天 0 ,容易 得 出 


sinye = Qt Ry) iP +Rx) à go, 


_ Qe(Pe — Re) + QP, ZR) A gly.) 
= Bea. 


oye = G 
对 (4.13,17) 中 两 方程 的 两 边 分 别 平方 ,再 相 加 ,得 
G = [Qe(Pi+t Ry) - Qi(Pr+ ROT € [Qu (Py 7 Re) +Q (P, 一 RD) 
(4.13.18) 


(4.13.17) 


记 
Fly, JD A (PI -I R PY - [QCP + R) 一 QICPR + Red P 
— [Qe Py - Re) + QCP, - RF. 
JUS (4.13.18) 的 等 价 形式 
F(y, 29-0. (4.13.19) 
(4.13. 19) ROLE (4,13. 16 Y AEIR tiy 的 一 个 必要 条 件 ,换言之 ,如果 iy 是 
(4.13.16) 的 一 个 纯 庶 根 , 则 y — 58 ifie 5X (4.13. 19). M (4.13.19) 可 知 ,在 y 
和 tr 之 间 有 一 定 的 依赖 关系 ,为 了 研究 (4.13, 16), 作 如 下 假设 
(H2) 设 y = y( 如 是 由 方程 (4,13.19 在 区 间 (0, 9 上 所 确定 的 一 个 正 的 
连续 可 微 函 数 ,其 中 r = supir | y(r) 20]. 如 果 r< o, 则 limy(z) = 0; 
(H3) 对 任意 的 rE [0,7),Pliy(r),r)+ Q(iy(r),r) + R(iy(r),r)@ 
0 ,这 意味 着 对 于 任意 的 rzE [0,rz),P(A,r) = 0,Q(A4,r)=0 和 R(XA,r)=0 
REA BL übt REAR 
(HA) MER c € (0,7), GCy (0), r) 闯 0. 这 意味 着 对 任意 的 zc € [0， 
1), G(y(c),7) 208 G(y(c),7) « 0. 
引入 辅助 变量 KOC 8< 2m) 和 两 个 辅助 函数 
K(6,y,7) = (Pr + Rajcosg — (P, — Ri)sin + Qs, 
E(@,y.7) = CP, + Rr)eosg + (Pe -Rn)sing + Q,. (4.13.20) 
当 G 关 0 时 ,从 方程 组 
K(6,y,7) = 0, 


G(g,y,r) = 0, (4.13.21) 
可 得 
sing = Se (P+ Ri) ; SU RO 20:0, 
4.13.22 
cos = - On Pur Ro + Q(P,-R)A dos 6 ) 
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在 假设 (H2) 和 (H4) 下 ,将 y=y( 0 DORA (4.13.22) 后 ,就 可 由 (4.13 ,22) 确 
定 出 函数 8= Kò E[0,2 梧 的 表达 式 


arctan $, # sinf > 0,cosd > 0; 
EE d; sing = 1,cos@ = 0; 
alr) = a + arctan $, 若 cos? <0; (4.12.23) 
3r, 若 sing =- l,cos8 = 0; 
Qn + arctan S. 若 sin? < 0,cos@ > 0. 


由 于 三 角 函 数 具 有 周期 性 ,所 以 6 = Oc) t2kmk € No 也 满足 式 (4.13,23) 
定义 函数 8S = SC DMF 


SG) = MEI) re 0,2), 


HP y( dS 86 x) 2791 (4. 13.19) F(a, 13,23) EX, 

对 于 函数 $ = S( 0 FRR: 

(H5) AH 8(9 = k(k CN, ) 在 区 间 7 € (0, 内 的 根 均 为 单 根 ， 

下 面 给 出 方程 (44,13.16) 在 纯 虚 根 的 充 要 条 件 

定理 4.13,7 ”在 假设 (Hl) ~ (H5) 下 ,方程 D(X, 9 = 0 存在 纯 虚 根 的 充 
要 条 件 是 ;存在 k CN, ,使 得 直线 S = 上 与 曲线 8 = 809, 7E (0, 日 相交 , 进 
一 步 ,如 果 c EO, DWES(D=k EN, 34 ax-tiy(C2)(y(2)»20) 
就 是 D(X, d = 0 的 一 对 纯 虚 根 ， 

定理 4.13,8 ”在 假设 (HD ~ (H5) 下 ,如果 存在  E (0,2), WE A= 
tiy (y! 2y( 4) 20)87708(a4.13.16) 4 r= 2 时 的 纯 虚 根 , 则 存在 (4.13.16) 
的 一 对 特征 根 A= d= nd tiv’? E t= t 处 穿 过 虚 轴 ,并 且 穿 过 方 
向 由 下 式 确定 
Bo 3] < sign S (T? )]. 
Ed = 1, 则 特征 根 = 0d MAME SO a = 一 1, 则 特征 根 A = 
aC PG SIZE SE EHE 

定理 4,13, 7 MES 4.13.8 的 证 明 可 参阅 文献 53]. 


d= sign | 
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前 面 已 介绍 了 许多 传染 病 模型 及 其 研究 方法 ,但 是 ,所 涉及 的 模型 都 是 常 微 
分 方程 ,而 有 些 传染 病 模型 用 具有 脉冲 的 微分 方程 描述 更 符合 实际 ,如 ,为 了 对 
传染 病 进 行 控制 ,常常 在 给 定 的 时 间 点 进行 预防 接种 ,因此 ,所 建立 的 传染 病 模 
型 就 是 脉冲 微分 方程 ,再 如 ,对 一 些 动物 ,特别 是 一 些 野生 动物 ,其 出 生 往往 是 季 
节 性 的 ,而 不 是 连续 的 , 因此 ,研究 这 些 动物 中 的 传染 病 的 变化 规律 时 ,必须 把 其 
种 群 动力 学 规律 中 的 连续 出 生 修正 为 脉冲 出 生 , 才 更 符合 实际 情况 ,这 样 给 出 的 
传染 病 动力 学 方程 也 是 脉冲 微分 方程 ,关于 具有 脉冲 的 传染 病 模型 ,目前 的 研究 
还 是 刚刚 起 步 ,所 见 的 研究 工作 还 很 少 , 目前 所 见 主 要 工作 是 M. G. Roberts R. 
R. Kad‘) , B. Shulgin, L. Stond?.*! , Alberto D onofrid™! ,Jin Zhen, Ma Zhien?1 及 
Sanyi Tang! SAH ,本章 主要 介绍 这 些 研究 成 果 


§5.1 具有 脉冲 预防 接种 的 SIR 模型 
这 一 节 ,主要 介绍 有 因 病 死亡 的 SIR 脉冲 预防 接种 传染 病 模型 无 病 周期 解 
的 全 局 稳定 性 及 不 考虑 因 病 死亡 的 SIR 传 染病 模型 预防 接种 策略 ， 


5.1.1 有 因 病 死亡 的 SR 脉冲 预防 接种 模型 


首先 给 出 具有 连续 预防 接种 传染 病 模型 ,把 总 人 口 分 为 三 种 , 即 易 感 者 类 
S ,染病 者 类 [ 和 移出 者 类 民 , 对 易 感 者 S 类 进行 预防 接种 ,接种 后 进入 到 移出 
SRK ,疾病 的 发 生 率 是 双 线 性 发 生 率 ,其 框图 为 


FU, 5 Y 
ek— [os | C7 A R ] 
Y i 4 
bs (at pl eR 
其 微分 方程 模型 为 


[3 = aK - BSI - Cu + p)S, 
3I = BIT- (p t a)1 - AL, (5.1.1) 
le =A- uR pS, 
这 里 N(t)=S(t)+I(t)+R(t),B 代 表 传染 率 系 数 , 和 代表 恢复 率 系数 ,上 是 
自然 死亡 率 系数 ,a 是 因 病死 亡 率 系数 ,p 是 预防 接种 率 ， 
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KEMAS E- Sd 
HE Ga D EGER AS By = (AC 0, AG) 
基本 再 生 数 为 


o = 8 xKe. (5.1.2) 
ptatài utp 


4 o>1 时 ,存在 正平 衡 点 上 ,=(S, ,I ,R,), 其 中 


s,= tata 

s. $^ 

no EB ca) = Et DU, 

gos Met OS, _ ALK ~ (p+ p)8.] + Bp 
n BS. ` 


A510 的 平衡 点 的 稳定 性 如 下 ， 

定理 5,1,19 4 cc<1 时 ,无 病 平衡 点 E 全 局 渐 近 稳 定 ; 当 o>1 时 ,无 病 
平衡 点 E, 不 稳定 ,正平 衡 点 E, 全 局 渐 近 稳 定 

该 定理 的 证 明 是 容易 的 , 详 见 文献 | 9]. 

当 预 防 接种 不 是 以 连续 的 方式 而 是 在 离散 的 时 间 点 以 周期 为 1 进行 ,可 把 
模型 (5.1, 卫 进行 修正 为 脉冲 微分 方程 


S -uK-fSl-uS, t#k, 
NE kR-29.,2,7, (5.1.3) 
R = -gR. 

I p S 

I(k*) = Ik), k=0,1,2,-", (5.1.4) 


IRG') = RC) + pS(k), 
这 里 fk ) = lim f(z), FR) = Jim f(), p 是 预防 接种 的 比例 ,方程 (5, 1.3) 


和 (5,1 ANERER 1 fae doe n B DE RUIT 章 2.5.2 节 中 已 
进行 了 研究 , 设 方程 组 (5. 1,3) 和 (5.1,4) 无 病 周期 1588728 (S7 (1),0,R" Q0). 
其 中 


Kpe" Ke” 


t - a Pe oo M E — 
S'(0-K IT pe" R'G) T- -pF (5.1.5) 
E 
E g _ Kele” -1) 
a =a [K ms 
这 里 


Kole" 
K- ID = fist (ae, 


§5.1 其 有 脉冲 预防 接种 的 SIR 模型 “03. 


其 中 g 是 脉冲 传染 病 模型 (5,1,3) 和 (5,1,4) 的 基本 再 生 数 ， 
下 面 来 研究 方程 (5,1,3) 和 (5,1,4) 无 病 周期 188 CS* (1) 0, R (0) 
局 渐 近 稳定 性 ,为 此 ,需要 下 面 的 脉冲 微分 不 等 式 ， 
引 理 5,1,1 考虑 脉冲 微分 不 等 式 
jm OO) & pam) + g(t), tEh, 
‘Lt (tg) S dam (ty) + bee REN, 
这 里 pU) qQDeClk, .R).d, 20,6, 是 常数 ,假设 
GF Fly, HEE Ox «t «t «rum Bim = 0, 
Gi) m(t) CPC[R, R], mE m(t) 是 在 & 处 左 连续 ， 
则 有 
m) Go. T aeaf oa) 5 (T gelf 064s) jo, 


fae En oe SG SE 


+f I doff toa jacas), tty. 


fxd Er 
定理 5.1.20) A og <1, 7728 (5. 1,3) 80 (5. 1.4) BEAR (S1), 
I(t) ,R(t)) 都 最 终 趋向 于 无 病 周期 1 解 (S” aR QD). 
证 明 ”由 方程 组 (5,1,3 的 第 一 个 方程 和 方程 (5,1.4) 的 第 一 个 方程 得 
I5 = pK — BSI - uS uK — pS, t b, 
SQ') = (1 - 980). 
对 方程 组 (5,1,6) 应 用 引 理 5,1,1 得 
st) « se JI a - o)ew(- f'ras) + F CTT Q 7 0) ta pe — 8 


e 
[ara O KEZI 


(5.1.6) 


= SWL- pe" + Kerf ( [E O — p) ) nerds 


= sea poe + ke" [CIE A- endo) 
D ZES: 


«fare OEREIN CLEO -= 0))e" dis) 


1 ggi [d scace 
[Eo - ye dus) | 


= S(O = pe" + Ke"[(1- og)? (e 1) 
+ =p) = De m p) ge De qur — le] 
= S(0' (0 - pe 
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a- ee -op-qc»] 


+ Ke" e +e ~ ftw 
1-1—5 
5 
2e + a KU- OMe — 1) 
-fs - oe -Kazete ] 
La- 人 
- ge 
+K[i Er] 
gin 
= r+ Kl! fv (5.1.7) 
其 中 
" r 1 3 
r(t) = en [sea - om EU phe), 
EB x (t) 的 表达 式 可 得 
r(t)< SMe" (5.1.8) 
由 (5,1,3) 的 第 二 个 方程 及 (5,1, 人 7 和 (5,1,8) 得 
= [8S — (ua) - AH 
_ er er [ere _ 
<[Ke(1 RESET at Bre) Jr. 
由 (5.1,4) 及 上 式 得 
1G) <s(0)exp( [KB — A — a — ple 
-z f, ods + pf r(s)as). (5.1.9) 


因为 
. i 2 3 
| elas = | e^ ds +| eds «f e ds c 
° » 1 2 


1d " 
«f elias + | elds 
qu fel 


-a =e pe Lo metry, 
n Hn 
而 且 0<t 一 [ i] cn, we BEATS 
Jetas = P= ha, 
o e 
EEE foh vb UA (5.1.9) (8 


[KB -A - a- ple - EG -D pu + Bf r(sdds 


1G) < 1(0)exp ea 


$5.1 具有 脉冲 预防 接种 的 SIR 模型 1 + 305 + 


< DGYexp] [Ke -a ~A-a ~ zit} , (5.1.10) 
其 中 
DG) = Oep] -PPer + SOE ag | BP a D] 


是 正 的 且 有 上 界 , 由 (5.1,109) 式 知 , 当 m >L1 时 ,有 I( 虽 >0(r> +), 
下 面 证 明 对 方程 组 (5,1,3) 和 (5,1.4) 的 任 一 解 (S(t),I(t) ,R(t)), 都 有 
SG) S'G), R(t)> R(t), f— 00, 


V(t) z1s()0-S'(D I, 
则 
D* V(t)= sign(S(1) - S' (0690) — 87 (0) 
=- pl S(t) - S'GCO 1+ BGI). (5.1.11) 
因为 S(t)<K, 所 以 ,由 (5,1,10) 及 上 式 得 到 
D' Vit) <- p1S() -S01+trn(t), t#k, (5.1.12) 
其 中 (1)=BKDe ",C- Ee eara euo. 当 t=k 时 ， 
VE')=1S(k') - SG) | 
= (1-p)! S(k)-S* tk) 1 
= (1- p) V{k). (5.1.13) 
对 方程 (5.1.12) 和 (5.1.13) 应 用 引 理 5,1.1, 得 


VCDK VO" — p) expl- t) f IT = p)riGsdexp(- pele — s))ds 


e 
i 
= VONDA = pe een [f= etr Gods 
Ur t 
+ a - end s e a ceno s [enc] 


In -e 
< V(0*)(1 — p) e” + Kade [oone = eye D 


ere 
Lr]-1 ( pee me 
p O7 pe - De + 
Te 
: a-pe” - Deer Puro f gem onem 
woe woe 


= VON = pe 
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-. | — gr - oft - (过 站 


a gn o ruo 


" KBDe = 
u- 


€ e 


l-e 


= V('O- per 
+ KaDe* {- (1- pyle may pee) f eo] 


H-c e -1*p 
= V( X0 = pem + EDO 
_ KgD(1— pU e —De^ H BeDpe re do) 
1+p eito 


BERA Vr) Ot + o9), AmA S(t) 5 Goo 99). 

同 理 可 证 RSR (a> +oeo), 这 样 就 完成 了 该 定理 的 证 明 ， 

结合 定理 2,5,4 和 定理 5,1,2 可 得 如 下 定理 ， 

E 5.1.39 E a «1,0 77 (5.1. 3) 和 (5,1.4) 的 无 病 周期 1E 
(8' (1),0, R' (t)) 是 全 局 渐 近 稳定 ， 

下 面 我 们 从 基本 再 生 数 “和 9 出 发 ,来 比较 连续 和 脉冲 预防 接种 比例 的 大 
小 ， 

令 5 二 1, 则 可 得 


(BK — p — a - A)p 
LIE \ eetet fF G.1.1) 
ai wa) g& 1 


p= 


$ o=1, 则 可 得 
一 一 L = £x 
p-UK-p-e-20A, (5.1.15) 


H+atA 
(5.1.14) 805. 1,15) 7) $0 
b. 
ne . (5.1.16) 
VEL. BK (qoum 
el sgtatà e-i 
当 px&1 时 ,由 (5,1,14) 和 (5,1,15) 可 知 pep, . 
下 面 分 两 种 情形 进行 讨论 ， 
E : aL V. BE qu 
(a) 5 Ko B+ at AB REGIE CPI SEL 


(5.1.16)8/(8 pp, ,因为 BK» e at 和 时 ,表示 无 预防 接种 时 形成 地 方 病 ， 
此 时 采取 预防 接种 使 地 方 病 消失 , 则 采取 脉冲 接种 比 采 取 连 续 接 种 要 好 ， 


z a : Bos. on 
(b) 当 Rn TX 时 ,可 推 得 人 ++ a-gEp«srné 


_B 
tata 
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(5,1,16) 可 得 p >p, ,因为 版 < p+ ot 和 时 ,表示 无 预防 接种 没有 形成 地 方 
病 ,此 时 ,进行 接种 就 没有 必要 ， 
5.1.2. 无 因 病 死亡 的 SIR 传 染病 模型 预防 接种 策略 


考虑 标准 的 SIR 传 染病 模型 


E = p(B + WS, 


a = BSI — (py + gl, (5.1.17) 
dR 
Ge = BI eR. 


方程 组 (5.1,17) 的 总 人 口 渐 近 于 常数 1 ,为 研究 方便 , 设 N=S+1+R=1. 
方程 组 (5.1.17 的 第 一 和 第 二 个 方程 不 含 民 , 故 只 须 研究 下 面 的 方程 组 


S- p- (Al 208. 


d - gst - (a DI. 


方程 (5,1,18) 有 无 病 平 衡 点 (1 ,0) 及 地 方 病 平衡 点 (S. LL) ,其 中 
S = 448 


= = EL(R,— 
Bo k= Ro 1)， 


(5.1.18) 


这 里 
Ro = zi (5.1.19) 
是 基本 再 生 数 ， 
iE, AR, <1 时 ,无 病 平衡 点 全 局 渐 近 稳定 ; 当 R >1 时 ,地方病 平衡 点 
(& ,L ) 存 在 且 全 局 渐 近 稳定 ,此 时 ,无 病 平 衡 点 不 稳定 ， 
为 了 对 疾病 进行 控制 ,我 们 采取 预防 接种 ,接种 的 目的 是 使 易 感 人 群 的 数量 
降低 ,使 疾病 不 形成 地 方 病 , 因此 可 以 通过 对 S 类 进行 接种 使 S 在 任何 时 刻 的 数 


量 部 小 于 地 方 病 平 和 点 中 的 8 , 即 (cs o ESÉ din MAIA (5.1.18 


第 二 个 方程 得 于 <0 , 即 染病 者 数量 单调 递减 ,直到 趋 于 零 ， 
当 预 防 接 种 是 脉冲 接种 , 且 接 种 周期 为 工时 ,方程 组 (5,1,18) 变 为 下 面 的 
非 自治 脉冲 微分 方程 组 


P -u-(BLeug)S- PŠ STIG - aT), 
E 


6.1.20) 
日 = pis (p+ gl, 
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其 中 
Sat) = lim S(aT — €), 

P 是 预防 接种 成 功 的 比例 (0<P< 1) KVE 函数 ,脉冲 预防 接种 在 离散 点 上 
=nT(n=0,1,2,…) 进 行 ， 

无 病 周期 解 的 存在 性 

无 病 周期 解 存在 的 必要 条 件 为 

I(t) =0,020. (5.1.21) 

在 条 件 (5,1,2D 下 ,显然 易 感 者 种 群 S(t) 是 与 脉冲 周期 相同 的 周期 函数 ， 

410)=08 4 t, - (n - D) Tt nT 内 ,S(t) 满 足 方程 


GS = p 7 8) = PST Al -aT). (5.1.22) 
58758 (5.1.22 (8 


SG) = 1« G - Det = pli + (S - De " H(t = nT)dt, (5.1.23) 


其 中 8=S(n ) 是 易 感 者 8 经 过 第 (n 一 耳 次 脉冲 接种 后 的 数量 , 记 Q(D =1- 


(1 一 8)e "^ ^? , 则 方程 (5,1,23) 可 写 为 
si) = Jaw, te = (o - DT t € aT, 
(= p)Q(t), t-nT. 


WAH S(n) - S(nT)- S, JU S, 7] FIEL BRA (stroboscopic map) 表 示 为 


(5.1.24) 


S. = F(&). (5.1.25) 
由 (5,1,24) 可 得 
Sn = F(S,)= (1—P)1+(S, -1)e”], (5.1.26) 
BR F 有 惟一 的 不 动 点 
e sy -pe -1) 
S' = F(S") = Pitre (5.1.27) 


不 动 点 S 是 易 感 者 SOE =nT 处 以 TT 为 周期 的 循环 点 ,在 假设 (5,1.,21) 
下 ,不 动 点 S 是 局 部 稳定 的 ,因为 


dF(S,) MEE" 
ds secu pe" «1. 


故 由 脉冲 预防 接种 导出 的 数列 S, RAFS. 


因此 BBS S( 昌 收敛 于 一 个 周期 解 E (5.1.23) 中 , 取 S=S”, 则 获得 一 
个 在 第 n 个 时 间 段 (n — 1) TST 的 无 病 周 期 解 


§5.1 具有 脉冲 预防 接种 的 SIR 模型 39 - 


S(t) =1- Thon 
一 DL Tort pel, alt- Td, (5-128) 
i(t) = 0. 


无 病 周 期 解 的 稳定 性 可 通过 (5.1,20) 的 线性 化 来 研究 ER 
S(t) = SQ) +s, 
16) = IG) dh 
EF s 和 i 是 小 扰动 ,把 方程 (5,1,20) 展 开 成 Taylor BM ,并 略 去 高 次 项 ,得 线 
性 系统 


E a- py - BBC) paT Dl - nT), 
a "t (5.1.29) 
i 


di = iDSQ) -p - ad. 
为 了 研究 方程 (5, 1,29) 的 无 病 周 期 解 Re ER (5.1.29) EOS T. 
上 的 基 解 矩阵 


31(1) s) . 
= =E RE $B BE), 

o) [o so] (0) = 上 (单位 矩阵 ) 
容易 求 得 

ilt) =0, 

a0) =e - pe] 56 - wá. 

in(2) = exp|| IBO ~ Ge + ic, 
(不 需 计算 


HEE  ( T) Floquet € T (B T) HSER ) 为 
i =(1- pe <], 


r 5.1.30 
Ay = i,(T) = exp f. Bat - (p+ oT]. ‘ ) 
根据 Floquet 定 理 知 ,无 病 周期 解 周 部 稳定 的 条 件 为 
1A; 1< 1, 
即 
l('a BtEL 
T Sdt < BC S. (5.1.31) 


条 件 (5,1,3 了 表明 , 若 无 病 周期 解 的 分 量 S Qo dk 工 周 期 内 的 积分 均值 若 小 于 
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无 接种 时 地 方 病 平衡 点 S 的 坐标 S , 则 无 病 周期 解 是 周 部 稳定 的 ， 

事实 上 ,我 们 也 可 以 利用 脉冲 不 等 式 能 证 明 该 周期 解 在 条 件 (5.1.3 了 下 是 
全 周 渐 近 稳定 的 ， 

把 (5.1,28) 代 入 (5.1,31) 可 得 稳定 的 条 件 为 

T 
Gr ur AGES. cam 

最 大 脉冲 接种 周期 T... 的 计算 

当 预 防 接 种 的 比例 p 给 定 以 后 ,计算 使 地 方 病 消失 的 最 大 脉冲 接种 周期 
Troe GO) 是 一 个 非常 有 意义 的 工作 ,计算 最 大 脉冲 接种 周期 TL (p ) 有 两 种 方 
法 ,一 种 是 从 无 病 周期 解 全 周 稳定 出 发 来 计算 ; 另 一 种 是 直接 从 使 染病 者 单调 下 
降 出 发 来 计算 ， 

方法 1 从 无 病 周期 解 全 周 稳定 出 发 来 计算 

从 前 面 的 讨论 可 以 看 出 Tu (p ) 就 是 使 不 等 式 (5.1.32) 成 立 所 允许 的 工 
的 最 大 取 值 ， 


为 了 得 到 Tom 的 近似 表达 式 ,我 们 假设 re}, 即 脉冲 接种 的 周期 工 远 小 于 


人 的 平均 寿命 ,及 px&.g , 即 人 的 平均 寿命 远大 于 病程 ,在 此 假设 下 将 (5.1, 32) 28 
展开 ,并 忽略 高 次 项 得 


T x 28P 
ms BOB p- g) 
方法 2 从 染病 者 单调 下 降 来 计算 
从 方程 组 (5.1.20) 的 第 二 个 方程 可 知 ,要 使 染病 者 1(t) 在 任何 时 间 都 单调 
下 降 , 只 须 通过 脉冲 接种 ,使 所 有 时 间 内 的 易 感 者 S(D)<S.= 上 5 48 (1) 


向 临界 值 $ 时 ,立即 进行 接种 ,使 易 感 者 的 数量 S(t) 降 为 (1 一 p )S(t) ,接种 以 
周期 工 进行 的 , 则 最 大 接种 周期 T REMI S(O) = (1 -p)S 出 发 ,使 
SUO SES, 成 立 的 最 大 允许 时 间 ， 

由 方程 组 (5, 1.18) 的 第 一 个 方程 可 知 


dS 
dec 4c eS BSE Sp BS, 


JU SC) 比 下 面 的 初 值 问 题 的 解 要 小 , 


de = p- px,2(0) = 0 7 08. 


(5.1.33) 


求解 该 方程 可 得 
x(t) =1+[0-p)S,-tle”, 
即 有 


$5.2 具有 脉冲 预防 接种 的 SIRS 传染 病 模型 “3: 


S(t) < x(t) = 14 [0 - p)S, - te". 
F xGES WH SQGS.Hx()s 可 得 


一 S. 
o<e<tin(i+ ies). 


因此 , Trax 28 


+ 4) pS. 
Pome = Iw + es): 
公式 (5,1,34) 也 可 由 下 面 的 方法 获得 , 


由 (5,1,27) 可 知 ,S" 是 以 周期 工 进 行 脉冲 接种 后 的 最 小 易 感 者 数量 , 则 最 
大 易 感 者 数量 就 是 脉冲 楼 种 前 th a eS HESS 可 得 
po BS, 
Tome = Iw(i + 让 =): 
— RTL , 5.1.33) 25 WAY T, SE EG 5.1.34) (8 81 8 Ti 要 大 , 因 
为 (5,1,34) 利 用 了 不 等 式 放大 及 dl At «0. 


(5.1.34) 


1 
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本 节 考 虑 具有 脉冲 预防 接种 且 传 染 率 是 标准 的 SIRS 传染 病 模型 ,主要 介 
绍 文 献 [多 的 有 关 工 作 ,文献 [四 在 脉冲 预防 接种 下 ,给 出 了 SIRS 传染 病 模型 基 
本 再 生 数 ,证 明了 无 病 周期 解 的 存在 性 和 全 局 渐 近 稳定 性 ， 


5.2.1 具有 连续 预防 接种 且 传染 率 是 标准 型 的 SIRS 模 型 
考虑 传染 率 是 标准 的 且 预 防 接种 是 连续 的 SIRS 模型 


S = EN -ASI e ort eR (o pS, 


ra (testet OM, (5.2. 
R'2cl*pS-(u*e)R. 
AA O N 满足 下 列 方程 
N =(b-P)N-d, (5.2.2) 


其 中 bb 代表 出 生 率 系数 , 和 代表 接触 率 , 6 代表 从 染病 者 到 易 感 者 的 转移 率 系 
数 e 代表 从 染病 者 到 恢复 者 的 转移 率 系 数 e 代表 失去 免疫 率 系数 ,是 自然 
死亡 率 系数 , 8 是 因 病 死亡 率 系数 ,p 是 预防 接种 比例 , 


=i rR oem 
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A= ilsir)! s20, >0,r>0,s+ti+tr=1}, 
则 方程 (5.2.1D 变 为 


s = b-bs —pstert+G—(A-e)si, 
| —-—(btetct 0) tsi tei’, (5.2.3) 
r ——-(b*e)r t ci * ps * eir, 
这 里 s+i+r=1, 方 程 (5,2,3) 总 存在 无 病 平衡 点 
E = ( bte bte ). 
M b+etp’ btet+p 
定义 
Go = 0- E, 
设 
À bte 


= ` 2, 
Ro = py eter 8 bte^p (5.2.4) 


SCART 9] uE 98 T F eRe 

定理 5,2,181 若 Ru<1, 则 系统 (5,2,3) 只 有 无 病 平衡 点 E ,没有 地 方 病 
平衡 点 :车 Ru >1, 则 系统 (5,2. 3) 除 有 无 病 平 衡 点 Eu 外 还 存在 惟一 的 地 方 病 
平衡 点 EE, (8” d ix^). 

定理 5.2.29] 对 系统 (5,2,3), 当 R <1 时 ,Eu 全 局 渐 近 稳定 ; 当 RD 
时 ,Eu 不 稳定 ;地 方 性 平衡 点 EL 在 0, 内 全 局 渐 近 稳定 ,集合 Q = j(s,i,r)E 
Dii = 中 是 不 变 集 ,从 Q 出 发 的 解 都 趋向 于 EE, ,从 初 值 (8 ,io ,ro Cig #0) HR 
的 解 都 趋向 于 EL. 


5.2.2 具有 脉冲 预防 接种 且 传 染 率 是 标准 型 的 SIRS 模 型 
考虑 传染 率 是 标准 的 且 预 防 接种 是 脉冲 的 SIRS 模 型 
S = UN -AFI + OF + eR - pS, T 


ra retet hl, ta, Zh tT, (5.2.5) 


R'—-d-(gu*e)R 


Ig) = KE), n -0,12,7, (5.2.6) 
RG') = R(t) + pSr). 
4 N(t)- 8(t) +10) +R), BAFA (5.2.5) (5.2.6) (8 RF N(t) 的 方 
m 


feo t= t 
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N'G) = G — p)N - dl. (5.2.7) 
PABA (5.2.5), (5.2.6) 中 的 6 代表 预防 楼 种 时 间 点 ,了 是 两 次 楼 种 的 时 间 间 


m a ww 4 8 nl 

隔 即 周期 ,是 个 正 的 常数 , 令 s= 责 ,= 六， 

相应 变 为 
上 tx, 


r=f , 则 方程 组 (5,2.5) ~(5. 2.7) 


=-(bt+etectOitacte?, ta:=t,+T, (5.2.8) 


=—(b+e)r+ci + cir 


及 
pe )-20-25G),. t=,» 
‘oe d= itt), n -0,1,2,7 (5.2.9) 
r(t) = r(t^ ) + pst), 
N'(-(b-p-ei)N. (5.2.10) 
因为 s+i+r=1, 所 以 仅 须 考虑 下 面 的 方程 组 
fi 2-(G ecce Die A -ior)*ei, ttu 
ly =- P e)r * ci * cir, tui =t,+T 6.2.10 
及 


i’) = ie), t= ion = 0,1,250, 
oe = r(t) + pli - i(t) — r(Qe)]. 
无 病 周期 解 的 存在 性 
研究 无 病 周期 解 的 存在 性 就 是 寻找 当 i — 0 时 ,满足 方程 组 (5.2. 10) 和 
(5.2.12) 的 T JE BERE ,注意 到 , 当 i=0 时 ,方程 组 (5,2.1D 和 (5,2.12) 变 为 
--(bte). tx, 


(5.2.12) 


5.2.13 
rat = rl) + pit ra], tm ty. t ) 
方程 组 (5.2. 13) ERA n et, ,1 上 的 解 为 
[ré expl- (8 + 6 - (t, EE du 
r(t) = - 
lra) = p+- pria» t= toe 
(5.2.14) 


4 rnm ra , 则 由 方程 (5,2.,14) 得 
rat = pt p)r,expl- (b e)TI. 
R Fin >p E TR ,满足 
ray = F(r,) = p+ (0- p)r,expl- (6 + e)TI. (5.2.15) 
该 映射 有 惟一 的 不 动 点 
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— 
maje] |^ -a- pesi - io Tien, rmm s 是 稳定 的 


o 


从 而 可 得 序列 fr 必定 收敛 于 re , 故 方程 组 (5.2.11 (5.2.12) 有 无 病 的 工 周 
BEER GO EG ,其 中 


Ot T 
[EH DOR ty SEL byes 


z(t) = 
ros = toa 
iQ) = 0. 
无 病 周期 解 的 稳定 性 


下 面 考虑 无 病 周期 解 (i(t),E(t)) 的 稳定 性 .首先 考虑 该 周期 解 的 局 部 稳 
定性 ， 

S i(1) 2i (t) * x (0), (=r) * y CO) E cot, 时 ,方程 组 (5,2,11) 
关于 周期 解 (i(t),E(t)) 的 线性 化 系统 为 

x =al-(b+eto+8) +A —2ai(t) - aF(t) 
| +2si(z)] - Ai (Dy, (5.2.16) 
y = xlc + eéi(1)] € [- (b * e) + eéi(£)]y. 

设 COE A (5.2. 16) FE REB EE , 且 满 足 


do [A-(b*e*c*0) - Ar(1) 0 
dt [ c+ e(t) or nl ee 
其 中 @(0) =1, 1 SiR, ARB A FEAR (5. 2.17918 
pex 0 
i [oco iso 


其 中 
pult) = exp|[4 ~(6+etc+0)]— a[ Pas 


Pn(t) = expl- (b + e)t}, 
galt) = expl- (b + Ot Te + ess)]pus)expl(b + e)sids. 
当 t=t 时 ,由 方程 组 (4.2.12) 获 得 


zell 1 0 E 
GD) t-p Y-PilyGDl 


d 
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1 0 
M-[ ,1 ben 
- [ 9u(T) 0 ] 
~ pou(T)+ (1 - p)enl(T) (o - p)expl - (e+e) THY 
由 Floquet 定理 得 ,无 病 周期 解 稳 定 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 M 的 特征 值 的 模 小 
F 1, MRA pu CT) n 也 就 是 
tyr 
FI, Pode >1- 
或 利用 a(t) 21-2 EMESA 


btetc*Ó 
00 


T 
Fl, stone Hiet, (5.2.18) 
定义 
[isa 
St dt 
un À 
R= T “heetetO 
_ à Lx LEGS +e) - pile"? -1] + TH +e)p 
~btetet+O Tb ee? —14 p] , 


WR 是 基本 再 生 数 ,并 由 上 面 的 讨论 可 得 下 面 的 定理 ， 

定理 5.2.3%1 SR <1 时 , 则 系统 (5,2,11) 和 (5,2,12) 的 无 病 T JE ARR 
(5(t) ,0,z(t)) 是 局 部 渐 近 稳 定 的 ， 

下 面 考虑 无 病 周期 解 GO) ,0 ,z(t)) 的 全 局 稳定 性 ， 

由 系统 (5.2.8),(5,2,9) 得 


ed. e tÉ tp 

i =-(btete+@itaite’, ter =t, + T, (5.2.19 
fe = ac ae t-d, (5.2.2) 
HQ) = i07), n -0,1,2,7. 


为 了 讨论 方便 ,做 基本 假设 Xm UM eS ERE SS 8-0 时 ,就 是 通常 的 
SIRS 模 型 ,在 以 上 假设 下 有 下 面 的 定理 . 

定理 5.2.491 SR <1 时 , 则 系统 (5,2,11) 和 (5,2,12) 的 无 病 全 周期 解 
(a(t) ,0 ,z(t)) 全 局 渐 近 稳定 ， 

证 明 由 定理 5,2,3 知 ,只 需 证 明 , 当 R” <1 时 ,系统 (5,2,19) 和 (5,2.20) 
的 任 一 解 都 趋向 于 (8(t) ,0) ,首先 EW R <1 时 ,有 lim,i(t) =9. 

分 别 由 (5,2,19),(5,2,20) 的 第 一 个 方程 得 

eru er tg, 


sQ*) = (1 p)s(e ), t-d, (5.2.21) 
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对 方程 (5.2.24) 应 用 引 理 5.1.18 
eT Ot aU TD- Got 
sni +1- ums (5.2.22) 
这 里 
s(0" (1 一 


rm(t) = etter pen- d- pen 一 D| 
14) = eo. 


Teo itp 


把 (5.2.22) 代 入 (5.2.19) 的 第 二 个 方程 可 得 
OE -(btetc0) t Àr.CO 


TO eX Ed TD-(G te) 
— BAe tel. (5.2.23) 


4 


Tibe) ga E TD -bre 
FU) =A- (Br eC EBD + a(t) — Pe 


-lt+p C 
由 (5,2,23) 式 及 比较 原理 得 


i(O)exp ||’ 765)ds| 
il) < E . (5.2.24) 
1- i(0)| exp rod ds 
因为 
i (bie) t 
J foods =[à-(b+e+c+0)]t- lit oT ds， 
(5,2,25) 
且 
[enorm ~- s)ds = a SEDIT) +5 1 ;ü- erac-riomD | 
所 以 有 
Jena .0 这 一 der) 
和 
[ipods SB reer o 5 Dum] 
u E _ (erio 一 1) 
z[A-(btet e 0) Tu Be ETS] T.) ta). 
(5.2.26) 
这 里 


TG 


- À (e -9 _ 
g(t) = Fate ap TUTI) 


$5.3 具有 预防 接种 者 类 的 SIS 模型 “sy: 


(eT — 1) 
< 5.2.27) 
由 (5,2,26),(5,2,27) 及 条 件 R* <1 可 得 
Jim exo | f (s)4s} = 0. (5.2.28) 


£3(5.2.24),(5.2.28)8] (8 : 34 R^ <1 A i(1) 0 (179 + 09). 
下 面 证 明 ; 当 R' CERT 778 (5.2.19) (5.2. 200 8 £E— E (s CX) E CODE 
A s(t)>s(t)(t—>+ o), 
事实 上 , 令 
W(t) =l s(z) - 8(D2 1, 
DH At, 时 ,有 
D' W(t) =sign(s(t) - 5G0)G'G2) - (2) 
s-(bte)ls-81Ic(e—8)i * (A—e)si 
=- (b+e)W(t)+(e-8)i+(à-e)si. (5.2.29) 
由 (5,2,24) 及 条 件 R^ «150 ,存在 一 个 正 的 常数 M 使 得 下 式 成 立 ， 
i(t)< Me", (5.2,30) 


Ho reter DA qu TORT p Ry 


这 里 


又 因为 
W()-0-22WG;), (5.2.31) 
所 以 ,由 (5,2,29),(5,2,30) 和 (5,2,31) 式 及 引 理 5, 1,1 68: lim W(t)=0, 即 


s(t) >a(t)(t> + %), 
$5.3 具有 预防 接种 者 类 的 SIS 模 型 


前 两 节 ,我 们 分 别 考虑 了 具有 脉冲 预防 接种 的 SER 和 SIRS 流行 病 模 型 无 
病 周 期 解 的 稳定 性 及 预防 接种 策略 ,本 节 主 要 考虑 具有 预防 搂 种 者 类 V 的 SIS 
传染 病 动 力学 模型 ,主要 是 Sanyi Tang, Yanni Xiao, Lansun Chen 等 人 的 工 
ppuan, 


5.3.1 连续 预防 接种 SES 模 型 的 建立 及 有 关 结 论 


当 把 总 人 口 分 为 S 类 和 I 类 时 ,其 SIS 传 染病 动力 学 模型 为 
S' =p - BSI — uS * cl, 


I = BS - (p+ o (5.3.1) 
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总 人 口 N 为 渐 近 常数 ,不 妨 设 为 1, 即 
N(t) = S(t) +I(t)= 1, 
若 对 易 感 者 S 类 进行 连续 预防 接种 , 且 把 总 人 口 N(t) 分 为 三 类 , 即 易 感 者 
RS ,染病 者 类 工 ,接种 者 类 V, 则 其 传染 病 动力 学 方程 为 
S =p- BSI - (p * @)S+ c+ 6V, 
Ir cher era (5.3.2) 
V = gS — AVI - (n + 6)V, 
其 中 8 是 接种 免疫 力 丧 失 率 系数 p ERE AAR LH (Op, BE S 
疾病 发 生 率 系数 , Bo 是 接种 者 V 类 疾病 发 生 率 系数 (0<< <1), 5 =0 时 , 意 
味 着 预防 接种 是 完全 有 效 的 ; 当 c=1 时 ,意味 着 预防 接种 是 完全 无 效 的 ,这 里 S 
*ItV-i BUE ,方程 组 (5.3, 分 可 化 为 下 面 的 等 价 系 统 
IH = Bl- 1-(1-oVvIl- (p+ ol, 
V’ = g(1- I - V) - ofVI - (y € 0)V. 


2:88 (5.3.3) BEIGE 0, Vo = phe 模型 的 基本 再 生 数 为 


B u*8*og 
Rolo) = D EAR (5.3.4) 


且 易 证 , 当 Ro (0) <1 时 ,无 病 平衡 点 (16。, Vo ) 是 全 局 渐 近 稳定 的 ; 当 Ro >1 时 ， 


(5.3.3) 


存在 地 方 病 平衡 点 (S. 1, Vv) EPS, toV, =E 


5.3.2. 脉冲 预防 接种 SIS 模 型 及 无 病 周 期 解 存 在 性 


当 预 防 接种 不 是 连续 的 ,而 是 以 周期 工 进 行 脉冲 接种 的 , 则 系统 (5.3. 分 变 
为 非 自治 的 系统 
S’(t) = p- PSI - pS + cl + OV, 
V(t) = KS t+ eV) - (p+ e)l, t#nT, 
V(t) =- ofVI — (e + OV, 


S(aT’) = ( - g) S(T), £ = aT, (5.3.5) 
I(nT*) = I(nT), n = 0,1,2,0, 
V(nT*) = V(nT) + gS(nT). 
因为 S+I+V=1, 故 (5,3, 引 化 为 下 面 的 等 价 系 统 
(r = gl(3 -1-(1-0)V]I - (p c). tnt, 
V =~ eVI - (p+ 6)V, 
nT") = HT), pent, O99 


V(nT") = p+ (4 - g)V(GT) - gl(aT). 


$5.5 具有 预防 接种 者 类 的 SIS 模 型 + 319+ 


当 方 程 组 (5,3.6) 存在 无 病 周期 解 ,其 染病 者 数量 LOO 必 恒 为 零 ,因此 ,在 
一 个 脉冲 区 间 ty =(n —) T«tnT 内 必 有 
W =-(p+Ov, 
lia =p+(1- p) VaT). (5.3.7) 
解 (5,3,7) 得 

VU) = Veee tg (n DT<t<nT. (5.3.8) 

在 每 一 个 脉冲 点 t=nT 处 ,有 
Vi tn + DT] = e * (1- pV aT) & pÜv(nT)] (5.3.9) 

方程 组 (5.3, 昂 有 惟一 不 动 点 


(a4 OT 


v= wig (5.3.10) 
在 假设 1-0 的 情形 下 ,有 
dFLVOGD] DENM 
dV hrana 0-7 PE <1, (5.3.11) 


故 不 动 点 V'* 周 部 渐 近 稳定 ,不 动 点 vt 意味 着 接种 者 VEIO) =0 的 情形 
下 ,有 TANE. 
事实 上 ,在 (5.3.8) 中 , 取 V(t )= V* , 则 周期 解 在 t, (n -1)T<St<aT 
内 的 表达 式 为 
DT 


T(t) =0,V()= qe, (5.3.12) 


e +e- 
且 对 任意 c0, 858 IG T) - CT) -0, Vt + T)= VCO. 
5.3.3 无 病 周期 解 的 稳定 性 


首先 ,用 类 人 羽 于 研究 方程 (5,1, 0) 无 病 周期 解 周 部 稳定 的 方法 ,可 得 方程 
(5.3,6) 无 病 周期 解 周 部 稳定 的 充 要 条 件 为 


T VO ee Gas AEE, (5.3.13) 
E 
HS + ov lee < EFS, (5.3.14) 


这 里 利用 S(z) -1- VG) ,方程 (5,3.3) 的 基本 再 生 数 为 


ROT) = c Eg] [5 0 + ov cona. 


从 (5,3,14) 可 知 ,车 S(t) + oV(t) 在 一 个 脉冲 周期 内 的 积分 均 信 小 于 临界 值 
S. + eV, , 则 无 病 周期 解 周 部 稳定 ， 
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把 V(t) 代 入 (5,3,13) 可 得 
Tle + 0)9 - UT(g + 8) - pl —a) Me"? —1] p+te 
Tu + Oe o - 1] <p 6515 
A (5.3. 15) FDR HAEA T 1B Ae Kk BOT. FS. 3. 15) 也 可 求 


得 基本 再 生 数 


E Te + 0)9 * (Tye + 6) - pl — 0) ][ e "* ~ 1] 
R(T) = X T+ [679 + g 1] <E 


构造 函数 WO) -1 VG) VO ABER EE IN 

D* W(t) = sigl V(t) - V COJLV (2 - V'(]1 

- (p * 8)  VCr) - V (t) i+ ol Ci). 
WaT’) =| VaT’) - V nT) I 
<= e) 1 VGT) - V GT) + gol (nT). 
对 上 述 脉冲 微分 不 等 式 利 用 引 理 5.1.1 可 得 ; 当 R(T)< <A 时 ,W(t)>0 
G> og), 从 而 可 得 如 下 结论 
定理 5.3.10 RODS É < 1M FARE CO, vC) Hio 


从 上 面 的 分 析 可 知 , 当 R(T)<1 时 ,无 病 周期 解 (0, V(t)) 是 全 周 渐 近 稳 
定 的 ; 当 R(T)>1 时 ,无 病 周期 解 不 稳定 ; 当 R(T)=1 时 ,是 一 个 临界 值 , 它 可 
能 出 现 分 支 现象 , 详 见 文献 [11] ， 


$5.4 上 有 具有 脉冲 预防 接种 的 SEIR 传染 病 模 型 


对 具有 脉冲 接种 的 SEIR 传染 病 模型 稳定 性 的 研究 是 本 节 的 主要 研究 内 
容 ,考虑 的 模型 是 双 线 性 疾病 发 生 率 , 且 接 触 率 分 别 是 常数 接触 率 和 时 变 接 触 
期 为 工 ,总 人 口 也 分 常数 总 人 口 和 非常 数 总 人 口 两 种 情形 ,主要 参考 文献 [ 10]， 


5.4.1 总 人 口 是 常数 的 SER 脉冲 接种 传染 病 模型 


24 SEIR 传染 病 模 型 包含 脉冲 接种 时 ,能 写成 下 面 的 形式 
S(t) = m(1- S) - COSI, 
[sero ca cns n€N,, 
E'(:) = B(SI - (a + mE, (5.4.1) 
V(t) = aE - (g * m)E, 
R(t) = 1- S(t) - EG) - Kt), 


§5.4 共有 脉冲 预防 接种 的 SEIR 传染 病 模型 UXA- 


这 里 单位 时 间 是 1 年 ,总 人 口 N(t) 是 常数 , 且 认 为 是 1, 则 S(t),E(t)， 
I(t) ,R(t) 分 别 为 易 感 者 ,潜伏 者 ,染病 者 和 移出 者 的 比例 p 为 在 时 刻 t=nT， 
n EN, 对 易 感 者 进行 脉冲 接种 的 比例 (0<p<1),m 是 自然 死亡 率 , 1/a 是 病 
SKN Ve 是 病程 , 良 蕊 是 常数 或 周期 函数 , Ke +1)= Rt), 工 是 两 次 脉 
冲 接种 之 间 的 时 间 , 当 eee R TER, : 当 展 划 是 周期 函数 时 RT 
EN. AX R-1-8-E-I ,故我 们 仅 考虑 关于 S,E ,I 的 模型 ,方程 (4.4. 
的 可 行 区 域 为 
D = {(S,E,1) CR3/0<S,EIS1A0SS+E+I<4}. 
类 似 于 前 面 几 节 模型 的 讨论 ,我 们 可 得 到 无 病 周期 解 一 定 存 在 且 为 
(5° (t),0,0), 这 里 
-Pp D542) 
当 p=0 时 ,系统 (5.4.1) 成 为 一 般 SEIR 模型 ,相应 (S” (t,m,T.p))= 
(1,0,0), 即 无 病 平 衡 点 , 因此 ,我 们 对 模型 (5,4, 1) 的 讨论 包含 了 一 般 的 SEIR 
模型 ， 
系统 (5,4, 由 在 周期 解 (S”,0,0) 的 线性 化 系统 为 
s(t) =— ms — B(t)S" (t,m,T,p)i, 
es =(1-p)s(aT), 
[o = BUS" Gom, T, p)i — (a moe, 
i(t) = ae - (g * mi. 
XE CS.4,3) 8 EE n x LEE ERU CS 4,3) 的 后 两 个 方程 与 s(t) 无 关 , 且 是 
一 个 含 工 周期 系数 的 常 微 分 线性 方程 组 
e(t) = BUS" (,m,T,phi-(atme, 
[n — ae — (g * m)i. 
它 的 Floquet PE METER xU x HOST SRM p,m, Tag 及 


S'G,m,T,p) —-1 


(5.4,3) 


(5.4.4) 


BG) = Co + > C cos(kot + pa) 
的 傅 里 叶 系 数 , 由 Floquet 矩阵 知 ,系统 (5.4 ABE 的 条 件 为 
max(1 A (m, T, p.a, Co Coo pt) I, 
Làm, T, p,a,g, Co, Coo 9,7) 0 X1. (5.4.5) 
显然 , 当 参 数 满足 (5,4,5) 式 时 ,有 (eft),iCt))(0.0), 从 而 可 得 q(t)= Mr) 
8* (19i (00770 AA tC (On T (n € 1) T)ET 27 (5, 4,3) ETE s (oium 


s(t) = s(nT expl - m(t - nT)] -f g(e)exp(m(r —2))de. (5.4.6) 
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当 t=(n+l)T 时 ,有 
s((n + DT*) zü — pyexp(- mT) 
[or ee a Ces ne — nT))de |. (5.4.7) 
注意 到 方程 (5,4, 候 仅 有 零 平 衡 点 , 且 因为 (1 一 p )exp( 一 mT)<1, 故 平衡 点 是 
稳定 的 , 且 lim s(aT' ) -0. 
Ait E (5.4.5) 078 (5.4.3) BRE MAA 
FBS (ede < ento n). 
25 刀 习 是 常数 时 ,定义 
Ro = oats: tg) 


则 Ro 是 通常 的 SEIR 传 染病 模型 的 基本 再 生 数 ,因此 (5.4,8) 式 可 写成 


(5.4.8) 


Ies cone < 1. (5.4.9) 


3: p(t) = Cy + 3G eost) + Sisin(2kxz) JEt (5.4.8) TSR 


ar” t _ 1 LexplaT) - 11CnT ~ p) + pmT 
zl, BG)S" (de = c Fox GsT 2 (1 72)] Cy 
_ pb __[exp(mT) -1] Sh mC, + 2rkS, 

T [exp(mT) - (I = Byles LATE 


(5.4.10) 
关于 (5,4.D 无 病 周期 解 的 全 局 稳定 性 分 析 将 在 后 面 进行 ， 


5.4,2 总 人 口 变 化 时 SEIR 脉 冲 接种 传染 病 模型 


前 面 一 段 考虑 总 人 口 不 变 的 SEIR 脉 冲 接 种 传染 病 模型 ,事实 上 , 由 于 因 病 
死亡 等 因素 存在 ,总 人 口 往往 在 发 生变 化 ,这 一 段 ,将 考虑 总 人 口 在 变化 , 且 疾 病 
的 发 生 率 是 标准 的 SEIR 脉冲 接种 传染 病 模型 ， 

BSE LR RE t 时 刻 易 感 者 ,潜伏 者 ,染病 者 和 移出 者 的 数量 ,N(t) 
是 总 人 口 , 当 考虑 有 因 病 死亡 时 ,总 人 口 一 般 满足 方程 

N'(4) = [b - my (N)]N - al, (5.4.10) 
这 里 b 是 出 生 率 ,mi(N ) 是 死亡 率 , 当 m (N) o m 常数 , a=0 时 ,b>m HH 
指数 出 生 ,b= m 种 群 为 常数 ,b<m 种 群 指数 递 减 , m (N) 不 是 常数 时 , 设 ma 
(N)=m(N) 是 非 减 函数 且 有 Logistic 增 长 的 平衡 点 N* m (N)2m( . 
相应 的 SEIR 脉冲 接种 流行 病 模型 为 
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S(2) = IN ~ mid - POS, 


S(T") = A- p)S(nT), "€N,, 
Eq) = POS} - (a + mE, (5.4.12) 


T(t) = aÈ- (gtm +a)l, 

R(t) = NG) - SG) - EG) - 10. 
NUEN(S,E,I,R) - NC E, I R),JU C. 4.11) (5.4. 12) EZH 

N = [b - al - m(N))N 

及 

S(t) = 6(1- S) - [8G - a} SI, 

S(aT')-(0-p5SGT), nEN,, 

E'(1) = B(G)SI + aEl - (a + DE, 

V(t) 2 aE c o — (yg & b t a). 
(5,4 .13) 的 可 行 域 仍 为 D, 且 存在 无 病 周期 解 (S* (tib, T, p ),0,0)( 也 称 相对 
疾病 剔除 解 ), 令 E(x) elt) I =i(t), 则 (5,4,1 人 3 关于 无 病 周期 解 的 线性 
化 系统 为 


(5.4.13) 


e (1) = B(t)S*(4,6,T, p)i - (a * de, 
V(t) = ae~(gt+btadi. 
关 似 于 (5.4, 鸡 局 部 稳定 性 的 讨论 可 得 无 病 周期 解 ($S" (tb, T. p ),0,0) 局 部 


渐 近 稳定 的 条 件 为 


(5.4.14) 


GED eal, MOS! Gus TS pide <1. (5.4.15) 


若 方程 (5.4, 12) 仅 做 变换 S(t) = SC , 则 (5,4,12) 变 为 下 面 的 方程 


S(t) = 6(1~ S) - lE) -als $, 
S(nT') = (1- p)S(aT), 
EG) = BQ) SI -(at mE. (5.4.16) 
VQ) = aE- (m, +g+a)l, 
NG) = [b - m, (N)]N - al. 
系统 (5.4 ,16) 称 为 “媒介 "系统 , 它 的 可 行 区 域 为 
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D, = ((S,E,1,N) 1S € [.1,N > 0E 20,7 20,E +1<.N(-S)1. 
相应 的 无 病 周期 解 为 (S,E,I)=(S (ecb, Tp) 0,0) ERARA BS BRA 

无 病 周期 解 的 全 局 渐 近 稳定 性 

现在 我 们 考虑 无 病 周期 解 及 总 别 除 周期 解 的 全 局 稳定 性 ， 

5E38 5.4.1 24 AYS m0 时 ,方程 (5,4.,13) 的 无 病 周期 解 在 区 域 D 
内 全 局 渐 近 稳定 的 充分 条 件 为 

max{| $, i, 1 6, IE « 1, (5.4.17) 

这 里 e 5 ©, 是 下 面 T 周期 线性 系统 的 Floquet 矩阵 的 特征 值 


po = [8(t)S (tb, T, p) + aly: - (b t a)y, 
` (5.4.18) 
»G) = ayı — (b + gy. 
证 明 考虑 方程 (5.4.13) 的 第 一 和 第 二 个 方程 
S(t) = 6(1 ~ S)— [A(t) - a) SI, 
{Ser = (0 - p)S(xT"), 8(0) = So- (54.15) 
BA a) ,St 是非 负 的 , 且 BS a KA 
6(1— S$)—[B(t) -alSI<6(1— 5). (5.4.20) 
求解 下 面 的 脉冲 方程 
X(t) =60-X), 
ory =(-p)XaT), X(9-s,  C5?D0 
并 利用 脉冲 微分 不 等 式 可 得 
S(t) x XG),XG) > S' (1), 5 t> off, (5.4.22) 
BOM Vg 0 ,存在 t >0 ,使 得 当 ty 时 有 
Si (t)- e KX) S(t) +S) SS) +e- 
现在 考虑 (5.4,13) 的 子 系统 
E(t) = [(8@)S(4) + aE]I - (a+ BE, 
人 (5.4.23) 
RES. 23 8 S A (0,0), WHE = ae) 5(2)>0, 5 =a >0. tk 
(5.4.23 ) 是 合作 系统 , 且 有 
E(t) = [8@)S(t) + aE]I-(a + b)E 
s [8GOXG) + aH —(a+ OE, (54.20) 


V(t) — aE + oP —(g t b t a)I 
<aE-(gt+ 0)I. 
现在 考虑 微分 系统 
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F(t) = [8G)XXG) + a]L — (a + OF, 
L'(2) = aF - (g + b)L, 


F(0) = E(0), (54.25) 
L(0) = 1(0). 
使 用 Kamke 定 理 可 得 
E<F,I<L. (5.4.26) 


BA XS (1) WE (5.4.25) 的 极限 方程 具有 (5.4.18) 的 形式 , 故 当 条 
件 (5.4,17) 式 成 立时 ,有 下,L 0 ,从 而 由 (5,4,26) 也 可 得 E, I0* ,又 因 当 
I(1)0* 时 ,系统 (5.4.13) 关 于 SCO 的 方程 渐 近 自治 系统 成 为 
S' - b(1- 8), S(nT' ) - (1—-p)S(nT ), 
因而 
S(t) > 8" Gib Tip). (5.4.27) 
综合 以 上 分 析 WM (SQ) EG) IO (G" Gib, T.p),0,0). 

推论 5.4.1 对 于 a-0 及 Logistic 种群 增长 ,因为 N>N” « oo GE E 
4.4.1 对 总 别 除 解 也 是 成 立 的 ， 

当 种 群 指数 增加 时 ,我 们 注意 到 相对 疾病 剔除 解 和 总 疾病 吻 除 解 是 不 同 的 ， 
HA N> +o I0 BE, E ICON (t) 是 不 确定 的 ,下 面 的 定理 是 关于 疾病 
EU BR 的 全 局 稳定 性 ， 

定理 5.4.20 设 良 t) 污 ga 且 当下 列 条件 之 一 成 立时 

D 种 群 动力 学 是 指数 增长 且 9, 

2) 种 群 动力 学 满足 Logistic 且 a>0， 

UA SAREE D, 内 全 局 渐 近 稳定 的 充分 条 件 是 
max{| w, l, 1o; ll <1, (5.4.28) 
这 里 w 和 邮 是 下 面 系统 的 Floquet 和 矩阵 的 特征 值 
J) = BUYS? Gs6, To p)y, - (mo +» 
IxG) = ax - Gn + g + e) 
其 中 当 种 群 动力 是 Logistic 时 , me =m (0); 当 种 群 是 指数 增长 时 ,mo =m. 

证 明 证 明 方法 与 定理 5.4,1 是 类 似 的 ,因为 m(N) 之 m() KE 

[Fe = B(t)S(e)1 — [m(N) + a]E < BU)X(e)1 ~ [m(0) + a JE, 
TG) = aE —[m(N) + g + al & aE -[m(0) * g+ all. 


因此 (5.4.28) BE (ET) (0,0) , 故 方程 N'(t)=[b 一 m(N)]N — d TIE 
自治 方程 为 M =[ b—m(N)]N. ,由 此 得 No +o N>N* >0， 


(5.4.29) 


ROG SECO) ~ a) St) h0. dt (5.4, 16) 的 第 一 个 方程 可 得 S (1) > 
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b(1 一 S), 因 而 s(t)>s*. 


§5.5 出 生 具 有 脉冲 的 传染 病 动力 学 模型 


研究 动物 种 群 的 传染 病 模型 ,往往 要 考虑 种 群 的 动力 学 因素 ,对 一 些 动物 ， 
特别 是 野生 动物 ,其 动力 学 因素 中 的 出 生 是 随 季节 性 的 变化 而 不 同 的 ,或 者 说 其 
出 生 是 集中 在 某 个 季节 进行 的 ,这 样 研究 其 种 群 动力 学 因素 的 传染 病 模型 往往 
需要 把 其 出 生 认为 是 脉冲 出 生 ,所 建立 的 传染 病 模型 就 是 具有 脉冲 出 生 的 传染 
病 模型 ,这 方面 主要 文献 为 [6] . 

X N( 习 是 种 群 的 数量 ,S(t) 和 工 (t) 分 别 是 易 感 者 和 染病 者 的 数量 ,N=S 
+I,B(N) 和 D(N ) 分 别 为 种 群 的 出 生 率 和 死亡 率 系数 , 且 设 B'(N «0, 
D (N)20 , 设 染 病 者 动物 种 群 有 因 病 死亡 率 ,其 系数 为 & 则 种 群 动力 学 方程 为 


aN - LB(N) - DON)]N — al. (5.5.1) 


进一步 设 ,B (0) >D(0) , 且 当 疾病 不 存在 时 ,种 群 环境 容纳 量 为 K, 即 B(K)= 
D(K) ,为 保证 K 的 存在 惟一 需 设 lim[B(N) - DON] «0, B' CK)! D (K). 
考虑 有 垂直 传染 且 有 一 般 接触 率 的 SI 传染 病 模型 


S = IBON) - DIS + G - oB - pes, 
al CCN) (5.5.2) 


di^ BBONDI + BOR SE 一 [a + D(N)]1, 
这 里 P AREIS HER REER N O<p <1, 且 设 C'(NY20. H N= 
S+HILARNRZEG. 5. DR5.5.2) HR 个 方程 ,并 作 变 换 Z= 二 得 


dNidt = [B(N) - D(N) — oZ]N, 
dZ/dt =- (1- p)B(N)Z + [BC(N) - a] - Z)Z. 
关于 模型 (5,5,3) 文 献 [16 17, 18] 已 做 详细 讨论 ,有 关 结 论 归 纳 如 下 ， 


(5.5.3) 


定义 
Ro -BUO AK) (5.5.4) 
R, = 280) EO), (5.5.5) 
R = pB(O) + PC(0) (5.5.6) 


? + BO) + LEO = «(BOO = D@)) 


R 是 基本 再 生 数 ARGS DAPPER ,其 性 态 如 下 ， 
D N=Z=0 是 平凡 平衡 点 , 且 总 是 不 稳定 ; 
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2)N -K,Z -0 ZAR7HA BSR <1 时 , 它 全 局 稳定 ; 
3) N=0,2=25=1- Ue PPO) g grat xA A:N R >1 AP 
SARE AMR, >1 时 ,该 平衡 态 全 局 稳定 ， 


4) N-N' ,Z- Z' 0< N* Xk,0«Z' X1 是 地 方 病 平衡 点 ,该 平衡 点 当 
Ro >1,Ri <1 或 Re >L R: <1 时 ,是 存在 惟一 且 稳 定 的 ， 


5.5.1 具有 脉冲 出 生 的 SI 模型 


对 系统 (5.5.3), 我 们 假设 出 生 率 B(N)N 不 是 连续 而 是 脉冲 的 , 即 在 一 些 
国定 的 整数 时 间 点 种 群 的 增加 量 为 BCN)N ,在 其 它 时 间 点 为 零 , 且 假 设 
B (NJ<0 及 

(Hi) In(1+ B(0))>D(0)， 

(Hj Jimin( + BO) lim DN). 

EHE CH CS T BEER EHE GC BOR ILS ERI UE E RISE RR (5,5, D 
变 为 

地 =-[DON)+aZ]N， tAm,m —0,1,2,77, 


dz. -a)ü- 
dr 7 LAC(N) - a) - 2)2, (5.5.7) 


N(m*) = [1+ BUNC») NOn), 


Zem) = FEBR zen). 
上 述 方程 组 中 第 四 个 方程 是 由 1(m* )= LE L BN) EE, p 是 新 
生 儿 被 传染 的 比例 ， 
周期 解 的 存在 性 
周期 解 的 存在 性 等 价 于 方程 (5.5 .人 BUS — RUB — 17 REGE MODE 
足 边 界 条 件 
io = [1+ BCNODINGOD, 


_ 1+ gBONOD) (5.5.8) 
200) = TFB) 7 
的 解 的 存在 性 ， 


若 (N(t) ,Z(t)) 是 方程 (5,5, 人 7 的 第 一 和 第 二 个 方程 在 区 间 (0,1) 上 满足 
边界 条 件 (5,5,8) 的 解 , 则 方程 (5,5,7) 有 周期 解 (N, O) Z (1))=(N(t)， 
Z(t)),.t€(0 1), B (N, (t+1) t+D)=(N (t), Z, GO) EE RD t 
成 立 ， 
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当 疾 病 不 存在 时 ,脉冲 方程 有 一 个 周期 的 时 变 的 环境 容纳 量 , 令 Z(t) =0, 
则 方程 (5,5, 人 7 的 第 一 个 方程 和 (5, 5.8) 的 第 一 个 方程 有 解 N(t) = K(t),t€ 
(0,1), 这 里 K(t) 满 足 


KG) dN 

NDN) ^" 5.5.9 
[o DOO = 17* (5.5.9) 
KG)HNKU) JN 7 
Tas NDN) 一 上 (5.5.10) 


定义 KK, = KG2.7/8 (5.5.9) 确定 了 一 个 函数 KK(t) 508 (5.5.10) 确定 了 K 
的 值 ,因为 (5.5,10) 的 左 端 是 K, 的 单调 递减 函数 , 故 Ki 被 (5,5.10) 惟 一 确定 ， 
与 方程 组 (5,5,3) HEP BER, ,Ri , R; 相关 似 ,我 们 可 定义 (5,5,D 的 三 
HEE 
inG + pBCK,)) + af cK 


Ro = a tIn(1 + B(K\)) ， (5.5.11) 
+ _ In(1 + gB(0)) + pCO) 

Ri DOUG BO) > (5.5.12) 

Ri - In(1 + pB(0)) + C(O) (5.5.13) 


a+ In(1 + B(O)) + E ens + B() - D()] 
方程 组 (5,5,7) 的 第 一 和 第 二 个 方程 组 成 的 系统 满足 边界 边 条 件 (5,5,8)， 
且 至 少 有 三 个 可 能 的 解 ; 
D 平凡 解 N =Z=0 ,该 解 总 存在 且 对 任何 参数 都 是 不 稳定 的 ; 
2) 无 病 解 Z=0,N=K(t) ,该 解 对 任何 参数 都 存在 且 可 证 当 Ri >1 时 
不 稳定 ; 
3) 种 群 绝 灭 解 N=0,2= Zo(t), 这 里 


Zt) = 


1 
一 7 T ， (5.5.14) 
12D ast (AC(0) ~ 0 - 0) 


expl CQ) -al - LEBOD 
ZO) -— BERE -alod c (5.5.15) 
绝 灭 解 存在 需 R >1. 事 实 上 ,Ri >1 隐 合 expt AC(O)~ al > Pe megs 1 


而 0<Zo(D <1, 因 此 解 存在 ,我们 还 可 证 明 当 Rz >1 时 该 解 是 稳定 的 ， 

解 的 局 部 稳定 性 

下 面 研究 方程 (5, 5, 力 周期 1 解 的 局 部 稳定 性 , 设 (N, (2), Z, (10) (5.5.7) 
的 周期 8E CN C ZO) 2 (N, (t) +n(t), Z G) + z (0) 
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n(t) n(0) 
ls ooo) 
XH o 满足 方程 
do _ 六 ee aZ, + N,D'(N,)] —aN, 
dr BUN, ML — ZOZ, [&CCN,) - al(1 - 22,4 9" 
更 (0) - E CE BIB EE). 由 (5,5, 候 的 后 两 个 方程 可 知 
[e] 
zím’) 
1+ BON (m)) + N,GB'(N (m) 0 
= | p-1 . coser [m] 
ETF BOX G5 PP Nom Dé m) TBUN, oy) | S0 


由 定理 2.5.1 知 , 若 
Ve BON, (1) + NODB'OS, QD) 0 
e-1 ` 1+ gB(N, (CD) Ø) 
D BING OIE? 00920 m ) 
的 两 个 特征 值 的 绝对 值 都 小 于 1, 则 周期 1 解 周 部 渐 近 稳定 ， 
平凡 解 的 稳定 性 
对 于 平凡 解 N=Z =0, 相 应 矩阵 (rite 


de - [ ^ 9 je. @(0) = E. 


M- 


de 0 — gc) 
从 而 可 求 得 
(1 + B(O))exp(— D(0)) 0 
M- | 0 "m" 
M 的 特征 值 是 对 角 线 元 素 , 由 假设 (H ) 950, (1+ B()exe( -D(0)) 21. 4X 
(0 .0) 不 稳定 ， 


为 了 研究 无 病 周期 解 的 稳定 性 ,我 们 进一步 做 下 面 的 假设 
(p) HEKK B BO Kapj- 'kcop'ccce»ac]»- L 
注意 到 B’CK,)<0,D'(K)>0, Bil BUR CH, ) 的 不 等 式 左 端 是 小 于 1 的 ,对 无 
病 周期 解 N = 开 ( 日 天 0 ,Z=0, 其 小 扰动 系统 的 基 解 矩阵 满足 方程 
do _ [ 4? — aK (1) 
de 0 BC(K(t)) -a 


le. e -r. 


这 里 
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_ d(ND(N)) 
AC) 一 “dN Nek? 
故 有 
exp(— ACr)dr) - aexC- [Aar) KGoexeC- ac) 
(1) = [LCK + ACen deyde 
| 0 exp(— at + af. CCK) de) 
该 解 的 稳定 性 BF TSE [E OU CEE 
1+ B(K) + K,B(K,) 0 
M = 1+ pB(K,) | (D. 
9 TT BO) 
M 的 特征 信 为 
ay = (1+ BUG) + KL B'(K, e| - fate), 
_ 1+ gBOG) 


he TRY ep(-e + a coco». 
: 
4 Z-0 时 ,由 方程 组 (5.5.7) 的 第 一 个 方程 和 (5.5.8) 的 第 一 个 方程 可 得 


-| DUK) ae = h(l + B(K,)), 


从 而 得 


1+ BOR REU apl- | KODKO de . 
1 v 


CEDE (RS ) 可 得 :| XIK1: 当 Re <1 TkL SRS >1 时 ,有 > 
1, 从 而 可 得 下 面 的 定理 

定理 5.5.16 XE CH, ) 成 立 JUI 24 Ry <1 时 ,无 病 周期 1 解 (K(t),0) 是 渐 
近 稳定 ; 当 R >1 时 ,该 解 不 稳定 

种 群 绝 灭 解 的 稳定 性 

当 民 ”>1 时 ,种 群 绝 灭 解 N =0,2=2,(1) 40 存在 ,关于 (0,2o(t)) 小 扰 
动 解 的 基 解 矩阵 满足 


AL 


do _ [ — (D(0) + oZ, GD) 0 je 
de ~ Lgc'(0)1— Z,GDZ,G) TACO) -alli -22,00)7. 7 
@(0) = E. 


相应 的 M SERENE CE Ds 
à, =(1 + B(0))exp[ = PO -af Zoe de |, 
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à "SE apf tact) - ofi - 2 z co]. 


4 N-0,2-Z, (5.5.08 — 7E EHE(D 1) EPA (8 
1- B()Y. pt 
In tO) ) = (ACO) -a)(1 fiza). 


因此 ,% 和 % 变 为 
As ca + BO)( TBO PP apl- (DO) + 21. 
_ 1+ BO) 


Àz =I Bey? ~ (C(O) - a)]. 
由 (5,5,12) 知 ,Ri >1 隐 含 ln% <0, MA 0« 3 «1. (5.5.19 TE 


s eee Ag) 


从 而 可 得 : 若 R >1, 则 X«L Rz <1, 则 A >1, 即 有 下 面 定理 ， 
定理 5,5,24 AR >1 时 ,存在 绝 灭 周期 解 (0,Zu (t)) , 且 当 R; >1 时 ， 


该 解 稳定 : 当 RI <1 时 ,该 解 不 稳定 ， 


5.5.2. 对 种 群 疾病 的 控制 方法 


对 野生 动物 种 群 ,我 们 可 以 采取 两 种 不 同 的 控制 疾病 传播 的 方法 ,方法 之 一 
是 对 弱者 进行 剔除 ,降低 动物 种 群 的 密度 以 便 减 少 疾病 的 传播 :方法 之 二 是 对 动 
物 的 易 感 者 类 进行 预防 接种 ,不管 采取 哪 种 方法 ,都 需要 从 系统 的 无 病 周期 解 稳 
别 除 方法 
设 对 动物 种 群 以 常数 率 进行 剔除 , 则 无 病 周期 188 CK, (0,0) 为 满足 边 
界 条 件 的 方程 组 
js 


> =- [D(K, > Dd, 
dr S- (DK) Fe] Kt € OL) (6.5.6) 


[go = [1 + BOCOD]K Q0 
的 解 K, (t). 


五 


Inf + pB(K.(1))] + Bf CUK (4) ae 
Ri = 1 <i, 
« +Inli + BK ODI 
则 (Ke CO DAR BUE BIRO HE e SB REA R =R 
预防 楼 种 方法 
对 动物 种 群 易 感 者 进行 预防 楼 种 DUB MT AT A PPE ID MUERE 
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冲 的 ,预防 接种 是 连续 的 ,9 是 对 易 感 者 进行 接种 率 系数 , V 是 被 接种 的 动物 所 
占 的 比例 , 则 周期 1 解 满足 下 面 的 方程 组 


de 77 [LD(N) + aZIN, 
& = (gcc) - «Ya - 2Z - RCOD VZ, 
dV -aü- V-Z) + aVZ 
及 边界 条 件 
NO) = [1+ BONG) ING, 
zi) = C480 Zc), 
vO) = pe 


无 病 周期 1 解 为 N=KK(t),Z=0,V= W(t), 其 中 ,K(t) 是 满足 (5,5,9) 和 
(5.5.10) BAF , Vo (t) 为 
B(K, exp(- qt) 


Volt) = 1-1-ep(—q) FBR) Ky) (5.5.17) 
关于 无 病 周期 T 解 的 小 扰动 系统 的 基 解 矩阵 满足 方程 组 
- At) — aK (1) 0 
ae =] 0 (Q-WGDRKKG)-a 0 |o, — (5.5.1) 
0 =- q +aVo(t) -q 
这 里 (0) =E, ZIARA 1 解 的 稳定 性 由 下 面 矩阵 特征 值 决定 ， 
(+ BOG) + BOCK, 0 0 
0 1+pB(RK) 0 
M- 1+ B(K,) o), 
 - epl- 9)B'OG) 0 1 
(+ BK) -ep 4) + BCC) 1+ BOR) 


其 中 (5,5,18) 的 解 具有 形式 


apl- | Arde) pe 0 
eo = 0 exa + f| (VCE 0 
0 Px epl- qt) 


UCM. 的 特征 值 为 对 角 线 元 素 ,稳定 条 件 为 
0«A, = [14+ B(K,) + BK) IKyexo(— [Cede )< 1, 
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0<a,= 


Tya- e+ A| d= V0 »4)« 1, 


2 _exp( 一 g) . 
0< iu = Peat <b 


BRR) 知 ,上 述 第 一 和 第 三 个 不 等 式 总 成 立 ,而 % < 1 等 价 于 


RI 


ln(1 + gBCG)) + epa - Vo(2))C(K(t))de 
DD a h(l + B(K,)) SL (5.5.19) 


(5.5. 19) 可 得 


In(1 + gBCK,)) tefi -d.) 


， 
[Lecco vecoa > s E 


从 上 式 可 选择 q 的 大 小 ,使 疾病 消除 ， 


r91 
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在 对 生物 种 群 和 疾病 的 传播 状况 进行 建 模 和 分 析 时 ,我 们 需要 进行 许多 假 
设 将 实际 问题 简化 ,使 得 我 们 在 数据 收集 ,模型 建立 ,参数 估计 ,模型 分 析 和 应 用 
方面 能 够 较 方便 地 进行 ,在 前 面 所 讨论 的 绝 大 部 分 传染 病 模 型 中 ,我 们 是 把 人 口 
或 生物 群体 分 成 易 感 者 ,患者 , 移 除 者 等 若干 类 , 且 认 为 在 每 一 类 中 的 成 员 无 差 
F , 即 他 们 在 被 感染 ,治愈 ,死亡 等 方面 完全 相同 ,这 样 建立 起 来 的 模型 容易 分 
析 ,已 得 到 很 多 研究 结果 ,但 这 样 的 模型 在 假设 的 合理 性 ,在 信息 量 方面 与 实际 
需要 之 间 存 在 着 一 定 的 差距 ,特别 是 当 涉及 到 与 人 口 或 生物 的 年 龄 有 关 的 传染 
TEE ,这 种 缺陷 尤为 突出 , 故 需要 引入 具有 年 龄 结构 的 传染 病 模型 , 

本 章 讨论 的 具有 年 龄 结构 的 传染 病 模 型 的 主要 特点 是 将 人 口 或 生物 个 体 按 
其 生理 年 龄 进行 分 类 , 以 便 更 好 地 反映 个 体 的 生理 特征 和 影响 疾病 传播 方面 的 
差异 ,这 些 模型 在 描述 与 年 龄 有 关 的 疾病 的 传播 规律 时 将 更 加 有 效 和 实用 ,本章 
先 讨论 具有 年 龄 结构 的 种 群 模型 ,然后 再 分 别 建立 和 研究 具有 年 龄 结构 的 离散 
和 连续 传染 病 模 型 ,为 了 叙述 方便 ,我 们 在 这 一 章 中 将 生物 种 群 统称 为 人 口 ,这 
一 章 的 建 模 思 想 ,研究 方法 也 适用 于 其 它 生物 种 群 中 传染 病 的 传播 规律 研究 ， 


$6.1 具有 年 龄 结构 的 人 口 模型 


由 于 不 同年 龄 的 人 口 在 生育 和 死亡 方面 存在 着 很 大 的 差异 ,就 需要 在 人 口 
模型 中 引入 年 龄 结构 ,从 Sham 和 Lotkal*i 早 期 的 工作 开始 ,具有 年 龄 结构 的 
人 口 模型 研究 已 经 有 了 非常 丰富 的 结果 "3, 本 节 介 绍 具 有 年 龄 结构 的 人 口 模 
型 的 一 些 主要 结果 ， 

6.1.1. 具有 年 龄 结构 的 离散 入 口 模型 


一 个 国家 或 地 区 人 口 的 最 大 寿命 为 A ,将 区 间 [0,A] 分 成 n 个 相等 的 子 
MINUM h =A JA e 开始 将 时 间 也 按 长 度 为 bh 的 间隔 进行 
AVP Rt = jhj = O12 记 + = p Bea [ DA MA) ay c 
的 数量 为 x (5 ) 上 = 120.0, =0,1,2.7 M c 时刻 该 国家 或 地 区 的 人 口 
BAAC) = Dans) 设 该 国家 或 地 区 在 时 间 区 间 [ t ,51 ) 内 名 年 龄 区 间 
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内 社会 成 员 生育 的 子女 数 和 死亡 的 人 数 与 现 有 的 人 数 比例 , 即 在 [ ty ot.) 内 年 


n 
BA d, x (5 Da (4) EP h x Qt) I d, Gc (5 )) 分 别 是 与 人 口 总 数 有 关 的 
年 龄 别 生 育 率 和 死亡 率 ,根据 人 口 的 年 龄 随 着 时 间 同 步 增长 这 一 事实 ,我 们 可 以 
得 到 下 列 的 离散 模型 


neft- DA t) 内 社会 成 员 生育 的 子女 数 为 BR (x (5 ))z (5 ), 死 亡 的 人 


m) = YiGG ale), 


meu) = hGGD GO), k=1,2,,n -1 (6.1.0) 
Bx(5) = 1-4,(20,)), 了 = 1,2,…, 
其 中 pi (x (5 )) 称 为 年 龄 别 存活 率 , 当 我 们 知道 了 人 口 参数 ROG), 
d, (x (t, )》 和 某 一 年 的 人 口 分 布 后 ,就 可 用 模型 (6.1. 进行 递 推 得 出 以 后 各 时 
段 人 口 的 数量 ,也 可 利用 模型 (6,1,1) 对 人 口 发 展 变化 的 趋势 进行 分 析 ， 
线性 模型 的 预测 与 性 态 分 析 
(6.1.1) 中 的 生育 率 ,存活 率 与 人 口 总 数 无 关 时 ,就 得 到 了 线性 模型 


a) = Sols). 


Tilt) = pent). (6.1.2) 

B-bh2sun-l j=1,2,.. 
线性 模型 (6.1, 分 可 以 用 来 对 人 口 的 发 展 变化 过 程 进行 预测 ,例如 我 们 取 A = 
100,n = 100,h = 1, 取 1982 年 中 国 第 三 次 人 口 普查 的 数据 作为 初始 值 ,也 利用 
这 一 年 中 国人 口 的 年 龄 别 生育 率 和 死亡 率 作 为 人 口 参 数 代 入 模型 (6,1. P, 
可 以 求 出 以 后 各 年 份 各 年 龄 组 中 国人 口 的 数量 ,再 将 各 年 龄 组 的 人 相 加 即 可 得 
到 每 年 全 国 总 人 口 的 预测 值 , 表 6.1 给 出 了 预测 值 ,统计 值 , 绝 对 误差 和 相对 误 
Bl) | 


表 5.1 用 离散 模型 预测 的 中 国人 口 总 数 


年 份 | 模型 预测 值 (万 ) | 实际 统计 值 (万 ) | 绝对 误差 (万 ) | 相对 误差 (%) 
1982 101541 101541 = = 
1983 103058 102495 563 0.55 

1984 104561 103475 1086 1.05 

1985 106068 104532 1536 1.47 

1990 114757 113368 1389 1.25 

2000 135620 129533 6087 4.70 
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从 表 6, 工 中 看 出 ,用 模型 (6.1, 分 预测 中 国人 口 的 变化 情况 在 短期 内 是 相当 精确 
的 ,我 们 可 以 通过 更 换 参 数 和 初始 值 的 方法 来 改进 结果 ,如 每 次 全 国人 口 普查 
后 ,我 们 可 以 把 全 国 新 的 生育 率 ,死亡 率 及 人 口 分 布 代入 模型 (6,1,2) 之 中 去 ， 
重新 进行 预测 ,在 两 次 人 口 普查 中 间 即 可 得 到 相当 精确 的 预测 结果 ， 

通过 数值 计算 可 以 对 一 定时 期 内 人 口 的 发 展 变化 过 程 进行 预测 ,为 了 弄 清 
时 间 趋 于 无 穷 时 人 口 变化 的 趋势 ,我 们 需要 对 模型 (5.1, 邹 解 的 性 态 进 行 分 析 ， 
记 


b, b, by c ba bn 
ane) 5007 0 0 
3) , 
x(t) = ae ; L-|0 p 0 = 0 OF. 
x.) 0 0 90 — &, 0l 


THES (6.1.2) ES IEEE 
x(t4) = Lat). (6.1.3) 

(6.1.3) BAKA Lelie 01-01 ,模型 66.1,3) 解 的 渐 近 性 态 完全 由 矩阵 工 的 
特征 值 和 特征 向 量 确定 LL 是 一 个 非 负 矩阵 ,次 对 角 线 上 的 元 素 均 为 正 数 ,第 一 
行 的 元 素 中 至 少 有 几 个 相连 的 元 素 大 于 零 , 故 L 是 一 个 不 可 约 本 原 矩 阵 , BR 
知 的 非 负 和 矩阵 的 Frebenius 定 理 (] 知 ,L 有 一 个 正 的 单 重 特征 值 X , 它 大 于 其 它 
特征 值 的 模 , 且 y 有 一 个 正 的 特征 向 量 ,在 此 基础 上 可 以 得 到 下 面 的 定理 ， 

定理 6.1.151 设 EL MERE, 4 是 矩阵 工 属于 ) 的 单位 正 特征 
向 量 . 则 对 模型 (6.1,3) 的 任何 正 初 值 x) 有 


_ x) _ 
(1) Jm. OITZ "S 


(2) 3a «18, lim Xu) = 0; 
rhe Rel 

(3) IB. lim Stas) =+; 
Jm. 2j 


4 Sa LET, lim 272,0) =c, 
其 中 zG Il 表示 向 量 x(t ) 的 模 ， 
由 于 Leslie 和 矩阵 的 正 特征 值 不 容易 计算 , 且 此 正 特征 值 的 生态 学 意义 不 明 
E 故我 们 定义 
N= b + bp t*bpipz tov + bi pz “paa: 
N 称 为 模型 (6.1.3) 的 净 生 育 率 ,其 人 口 学 含义 是 一 个 社会 成 员 一 生 之 中 生育 
子女 的 平均 数 , 由 净 生 育 率 N 的 实际 含义 可 以 猜测 , 当 N < 工时 ,人 口 会 趋 于 
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零 ; 当 N > 1 时 ,人 口 会 无 限 增长 ; 当 N = 工时 ,人 口才 会 有 可 能 达到 稳定 状态 
这 样 的 猜想 由 下 面 的 定理 予 以 证 实 ， 

eH 6129 设 AME L 的 正 特征 信 ,N 是 模型 (6.1.3) 的 净 生 育 
率 , 则 为 >1 =1 <1 分 别 与 N>1N = 1,N <1 等 价 ， 

非 线性 模型 的 平衡 解 与 稳定 性 

线性 模型 在 长 期 预测 和 性 态 分 析 时 有 一 定 的 不 足 之 处 ,其 中 关于 生育 率 和 
死亡 率 为 常数 的 假设 也 不 其 合理 ,需要 对 其 进行 改进 ,我 们 在 此 处 仅 考虑 一 种 特 
殊 的 非 线性 模型 ,假设 死亡 率 为 常数 ,各 年 龄 组 的 生育 率 与 人 口 总 数 有 关 , 即 取 
blli) = bho(x (y) BP 是 常数 ,gp(z) 是 z MET MEA BA ,所 
得 到 的 非 线性 模型 为 


tilta) = GG 2 bkt), 
Xe (tyr) = Pon), (6.1.4) 
k=1,2, nl, jede 
在 模型 (6,1.4) 的 分 析 中 ,与 时 间 无 关 的 平衡 解 起 着 非常 重要 的 作用 ,我 们 
先 计算 它 的 平衡 解 , 设 (6 ,1, 和 MPM A, (5) = x; ,代入 (6.1,4) 后 由 其 后 
n-1TZ BG: 
xi = Pix, 
x3 = pipa, 
x. = ppr Peak - 
再 将 这 些 关 系 代入 (6.1,4) 的 第 一 个 方程 得 
xi = x1 p(x" (by +tbpi+bpipas 二 … 二 bpipz…Ppol)， 
由 此 可 见 ,模型 (5.1.4) 总 有 零 平 衡 解 :z 二 0,k — 1,2,…,n. (6.1.4) 的 正平 
衡 解 由 方程 


p(x" )=No (6.1.5) 

的 正 根 确 定 ,其 中 Ne = (bt + tpl +b pipz + + bpi pz Paai) ,根据 人 
口 的 发 展 变化 过 程 ,我 们 一 般 假设 gp(z) 是 一 个 单调 减 的 函数 或 有 单 峰 的 函数 ， 
利用 方程 (6,1.5) 可 以 得 到 下 面 关 于 非 线 性 模型 (5.1.4) 正平 衡 态 存在 性 的 定 
#01, 

定理 6.1.3 Rel) 是 连续 可 导 的 非 负 函数 ,满足 img(z) = 0 

D e(z)XT z F8 BE NE e(0) > Ne 时 ,模型 (6,1,4) 有 惟一 的 
正平 衡 解 x” E p(0) x No , 则 模型 (6,1,4) 无 正平 衡 解 ， 

DEF z。>0 ,使 得 当 0 <z<zo 时 ,or(z)>0, 当 z > zo 时 ,g'(z) < 
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9.025 o(0) > No 时 ,模型 (5.1.4) 有 惟一 的 正平 衡 解 ; 当 pg(0) < No elm) 
>N, 时 ,模型 (6,1.4) 有 两 个 正平 衡 解 xa xg, 0 < xg < zoxy > zi 
pla) = No 时 ,模型 (5.1.4) 仅 有 一 个 正平 衡 解 z” = 29: play) < Ny 时 ， 
模型 (6 .1.4) X IE ERE. 

定理 6,1,3 分 别 给 出 了 当 plz) 是 单调 减 函 数 和 单 峰 函数 时 模型 (6 .1.4) 
正平 衡 解 的 存在 性 ,这 两 种 类 型 的 函数 的 第 一 个 反映 了 生育 率 随 人 口 总 数 增加 
而 单调 减少 的 密度 制约 情况 ,第 二 个 反映 了 当 总 人 口 数 较 少时 ,人 口 的 生育 率 随 
人 口 总 数 增加 而 增加 ,而 当 人 口 总 数 增 加 到 一 定 程度 时 由 于 资源 等 限制 使 得 人 
口 的 生育 率 将 随 着 人 口 总 数 的 增加 而 减少 这 一 现象 ,定理 6.1.3 的 证 明 只 要 利 
用 连续 函数 的 介 值 定 理 和 单调 性 即 可 ,图 6.1 给 出 了 定理 6.1.3 的 几何 解释 , 


A A 
No 
c Pz) 
z z 
A 
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No 
No 
gle) $6) 
> > 
Zo z Zo z 
4 "m: 
No ° "M 
E Se 
> > 
Za z E z 


图 6.1 p(n) 为 单调 函数 或 单 峰 函数 时 模型 (6.1.4) 的 平衡 解 


非 线性 模型 (6 ,1.4) 平衡 解 的 稳定 性 有 下 面 两 个 定理 ， 

E614 设 gp(z) 是 z 的 非 负 连 续 可 微 函数 , 且 满足 limp(z) = 0， 
9 (2) <0, 90) < No 时 (6,1.4) 的 零 平衡 解 是 全 局 渐 近 稳定 的 ; 当 gp(0) 
>No 时 ,(6,1.,4) 的 零 平衡 解 是 不 稳定 的 ， 


+ 40 - 


证 明 (6.1.4) 的 后 n 一 工 个 方程 ,我 们 可 以 得 出 
xí) pa. 
axi) = prpyx)(t-2), 
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x, = Pe Pa PrPi ki (yny)- 
将 这 些 表达 式 代入 (6 ,1,4) 中 的 第 一 个 方程 得 到 关于 x, (5 ) 的 非 线 性 差分 方程 


ms) = eG) PI pon Grass (6.1.6) 


KP py = Lal) = Spee bin Usu) ,引入 下 面 的 记号 
kel 


Cba) = daas fF = 12era, 
By = bik = br Pye Ph = bipi Pra Pir R= 3,4e em, 
Ye = Ye = past. = Pra dea Pry 
T8 (6. LOHRA 
xj = Ce )) (Bx, + Boa on v Rex, (6.1.7) 
et) = May + Yaxja c 8 Ypo 
由 BB 之 0(k = 1,2,…,n) 及 plz) 的 单调 性 可 以 得 出 
Kin ZS POM Bay + Boma + + Br- ). (6.1.8) 
4 X = maxiz, 25,7,2,1 JU. 1,8) 得 


Em j=n+ln+2, 2n, 


aS (SY, j —2n t 1,2n € 2,7 ,3n. 
重复 这 一 过 程 可 以 得 到 


s «(£y j= oma cdomn 2,77, m + Dn. 
a 


所 以 , 当 g(0) < No BEC) < 1, tim x, = lima (n) = 0, 改 非 线性 模型 
(6.1.4) 的 零 解 是 全 局 渐 近 稳定 性 的 ; 当 gp(0) > N, 时 ,我们 在 (6 ,1.4) 的 零 平 
衡 解 处 将 它 进行 线性 化 ,对 应 的 差分 方程 (6,1.7 的 线性 化 系统 为 
zas = PCO) B n + Rama to + Russa). (6.1.9) 
线性 化 系统 (6 ,1,9) 的 特征 方程 为 
a" = PORAT + Ba"? cn + Bax + BD. 
即 
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v= p(B e£), 


H5 r= 1, oc» (5 +6 ton (E) 
ast 


程 至 少 有 一 个 大 于 1 的 特征 值 ,所 以 (6.1.4) 的 零 解 是 不 稳定 的 ， 

定理 6.1.5 设 9(z) 是 z 的 非 负 连续 可 微 函 数 ，lim.g(z) = 0, 且 有 正 数 
zu ,使 得 当 z <a Bg (z) >0, 当 z > ay Hg’ (2) « 0.) 35 9(0) < NET, 
TS (6.1.4) 的 零 平 衡 解 是 渐 近 稳定 的 ; 当 g( m) < Ns 时 ,(6.1,4) 的 零 解 是 全 
局 渐 近 稳定 的 ; 当 g(0) > No 时 ,(6.1.4) 的 零 解 是 不 稳定 的 ， 

定理 6.1.5 中 全 局 稳定 的 证 明 与 定理 6.1.4 中 的 类 似 , 局 部 稳定 性 可 以 通 
过 将 模型 在 零 解 处 线性 化 后 考察 线性 化 系统 的 特征 根 得 出 ,有 关 理 论 可 参阅 文 
献 [ 17,18]， 

非 线性 模型 (5 ,1.4) 正平 衡 解 的 稳定 性 讨论 比较 困难 ,对 函数 p(z ) 的 不 同 
假设 可 以 得 出 很 多 结论 ,例如 文献 | 19] 讨论 了 非 线性 矩阵 模型 正平 衡 的 分 支 及 
小 分 支 解 的 稳定 性 ,文献 | 20] 讨论 了 非 线性 矩阵 模型 稳定 年 龄 结构 的 存在 性 ， 
文献 | 21] 讨论 了 非 线 性 模 矩 阵 模型 正平 衡 解 稳定 的 必要 条 件 ,并 给 出 例子 说 明 
必要 条 件 不 一 定 充分 . 对 更 一 般 的 非 线 性 模型 ,可 以 出 现 周期 解 或 浑 沌 现 
EIU 


6.1.2. 具有 年 龄 结构 的 连续 人 口 模型 


具有 年 龄 结构 的 连续 模型 的 建 模 思 路 ,分 析 方法 与 离散 模型 类 似 ,但 在 模型 
的 描述 AF 的 存在 惟一 性 等 方面 要 比 离散 模型 困难 ,需要 更 加 深入 的 数学 基础 ， 
在 $2,2 中 已 经 仔细 给 出 了 建 模 过 程 和 线性 模型 解 的 性 态 的 研究 ,在 这 儿 给 出 
周期 模型 和 非 线性 模型 研究 的 一 些 结果 ， 

有 具有 年 龄 结构 的 线性 周期 模型 

与 时 间 无 关 的 具有 年 龄 结构 的 线性 模型 的 研究 已 经 比较 完善 关 ” ,但 与 时 
间 t 有 关 的 模型 的 研究 还 有 大 量 的 工作 需要 进行 (2%? ,在 此 我 们 讨论 一 个 周期 
线性 系统 的 周期 解 分 支 与 稳定 性 问题 ,考虑 模型 出 生 率 与 时 间 有 关 的 线性 模型 


Splat) , Aplayt) — 
aplat) PH) paplast), — 0€ a € At». 


= $09 > 1 ate 1,9) 的 特征 方 


(0,1) = AON + ew(1))p(a,t)da, (6.1.19) 
^ 


b(4,0) = pola), 
其 中 和 A 是 一 个 社会 成 员 的 最 大 寿命 [| A ,As ] 为 生育 年 龄 区 间 O< A <A, < 
A, Pla ) 是 人 口 的 年 龄 为 @ 的 死亡 率 ,no 了 a )(1+ sw(t)) 是 人 口 在 t 时 刻 的 年 
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Esa WETS ,Pi (a) 是 人 CHIE UR n 和 是 常数 ， 
模型 (6 .1 10) 由 于 在 生育 率 中 含有 与 时 间 有 关 的 函数 HEE PER, 
35 p (0) 为 周期 函数 时 ,我 们 可 以 寻求 其 周期 解 并 讨论 该 周期 解 的 稳定 性 ,我 们 
假设 
(AD ot) 是 连续 可 微 的 周期 函数 ,wo(t +1) = ole), | odr = 0, 


Poe) = max I eG) Ix 1. 
n 


(A2) pfa) 在 [0,A) 连 续 ,pfa) > 0, lim rod =+ oo.x(a) = 


A 
expl- [G4 ,定义 mA) = 0, 则 nla) E[0,A] 上 的 单调 减 连续 函数 ， 


x(0) =1,z(A)=0. 
(A3)  B(a ) 是 非 负 连续 函数 , 当 a € CA, A; ) HE, Ma) >0, Ha ALEX 


a 2 ALBI Ka) = 0 B [7 8G) GOda = 1. 

对 模型 (6 .1. 10) 利用 特征 线 法 求解 ,可 以 得 到 在 +t 时 刻 出 生 的 社会 成 员 在 
一 生 之 中 生育 的 子女 数 为 

n(1) = mB) + eal + a))da, 
WI ena) 为 t 时 刻 出 生 的 社会 成 员 的 净 生 育 率 ,在 一 个 周期 内 出 生 的 社会 成 员 的 
平均 净 生 育 率 为 
no = tos = mf, Bla) n(a)da. 
为 了 求 得 (6.1.10) 的 周期 解 ,我 们 作 变 换 
pla,t)=x(a)+vla,t), ny = 1+ Ae). 

将 它们 代入 (6,1,10) 的 前 两 个 方程 中 ,计算 后 得 到 a ,t) 和 x( 中 所 满足 的 广 


程 为 


gv(a,t) 
da 


Əvla,t) _ 


ta = #la)ula,t), 


v(0,2) = f? gta 1)da * ewe) (1 + goa da) 


^ 
+ aCe + eoo (1 + | Paola, Oda) (6.1.11) 


(6. 1.11) 的 通 解 为 (a ,t) = n(a)B(t 一 a ), 其 中 B(t) 是 一 个 任意 可 微 函数 
为 了 让 wa t) 满足 (6,1.11) 的 后 一 个 方程 ,B(t) 必须 满足 下 面 的 积分 方程 
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BG = |” Pla)ela) Ble -adda + h0), (6.1.12) 
其 中 
Az 
A(t) = est (1 + jarte)BG - a)da) 


ac) esso» (1+ J GO GOBG adda}. 1.13) 
模型 (6,1. 10) 周期 解 的 存在 性 与 积分 方程 (6.1,12) 周期 解 的 存在 性 等 价 , 为 了 
讨论 (6,1,12) 周 期 解 的 存在 性 ,我 们 定义 连续 可 微 函数 空间 P! 和 其 子 空间 PL. 
已 = {h(e)| a(t) 连续 可 微 ,h(t +1) = h(t), 
HAGI = max IAG) ll, 


P} = {h(t)lAG) € Pi, [acd - 0i. 
A TIE (6.1.13) 中 定义 的 h(t) 属于 Pi ,对 于 任意 Bet) € Pl 我 们 选取 


Ay 1 
- 中 Bla)r(a)| sto BG ~ a )dtda 
A(e) = r 


1 te] goof OB — a)deda 


将 这 个 X( RA (6.1.13) BES e 和 B(t) 有 关 的 函数 记 为 h( 8,B(t)) ,再 将 
其 代入 到 (6.1,12) 得 到 关于 BO) 的 一 个 非 线 性 方程 


BG) = 人 por(aJBG -adda + hle, BGD). — (6.1.18) 


由 于 对 任意 B(t) CP) hCs BG) € Ps ,利用 文献 | 26] 中 关于 积分 方程 
周期 解 存在 的 定理 ,我 们 可 以 得 到 线性 周期 模型 (6 ,1,10) 周期 解 的 存在 性 和 零 
解 的 稳定 性 ， 

5E386,1.609 ABR ALAMBRE MEER 和 在 [一 对, 名] PE 
义 的 函数 x — AC ,使 得 模型 (6,1,10) 有 非 平凡 周期 解 : 当 0 < < XCO BT, 
(6.1.10) 的 零 解 全 局 渐 近 稳定 ,而 当 x0 aCe) 时 , (6.1.10) 的 零 解 不 稳定 ， 

具有 年 龄 结构 的 非 线性 模型 

具有 年 龄 结构 的 非 线性 模型 B 1974 年 Gurtin 和 MacCamy?! 的 开创 性 工作 
以 后 ,已 经 有 十 分 丰富 的 研究 成 果 (2-321 ,我 们 仅 介绍 死亡 和 生育 率 与 人 口 总 数 
有 关 的 一 个 非 线 性 模型 的 研究 结果 ,其 它 的 非 线性 模型 的 研究 思路 类 似 ,考察 非 
线性 模型 


aplat) , Pa LG PODEC), 0<a<A， 


a 
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p(0,t) = [ga pl) plast)da = BD), (9. 


p(a,0) = pola), (6.1.15) 
PU) = rGOpta Oda. 
疫 模型 (6.1.15) 中 的 函数 满足 下 列 条 件 
(HI) pla, P) > 0,2 € 10,4), P20, PE GGP) 关于 (a,P) 一 至 有 界 ， 


a a A 
[2G PI us J ia Pda -+ %, 


æla, P) = exp(~ fale, Pdr). 
(HR) Ra P) 2:0, ža € (AL LA) HE, BaP) 20,258 & (AL, Ar) 
Pf, a P) = 0, Ma PMP) 关于 (as PER, I Bla, PISE, 


[SG PI p. 
(H3) Xa) 20088 B7 , Xa) «& Y. 


(H4) po (a) 220 555, 4a € [0,A) Bf, po (a) 27 0, p. CA) = 0, PC) 
= f Bla Po)poladda, HP Py = rtp Oda. 没 着 特征 线 对 模型 
(6.1.19 的 第 一 个 方程 积分 可 得 


bola 一 Def- fata -t+ e P). azt, 
p(a.1) = a 
BG - adexp(— | ale PG -a + 04r). ace, 


再 将 这 一 P(a ,日 的 表达 式 代 入 (6,1,15) P BO) 和 P(t) 的 表达 式 中 ,整理 后 
得 B(t) 和 P(t) 所 满足 的 积分 方程 组 为 (ts AL): 


PG) = GG - adexp(~ |’ ule, PG a + dc da 
+| ra)pola - emp( -| .eta -r4 c PG) da, 
(6.1.16) 
BU) = |? Ba, PO) pola ~ Oexp{- [sla -£ + PD da. 


Pia A (6,1,15) 解 的 存在 惟一 性 就 和 积分 方程 组 (5.1.16) 解 的 存 
在 惟一 性 等 价 ,利用 (6,1,16) 的 右 端 构造 算 子 ,在 适当 的 空间 中 验证 所 构造 的 
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算 子 是 一 个 压缩 映射 ,就 可 以 得 到 (6 ,1 16) 解 局 部 的 存在 惟一 性 ,利用 与 常 微 
分 方程 组 类 似 的 延 拓 方 法 ,在 假设 HL ~ Ha 成 立 的 条 件 下 就 可 以 将 (6.1.16) 的 
解 延 拓 到 1 之 0 ,最 后 再 返回 去 就 得 到 了 模型 (6 .1,15) 的 解 在 + 之 0 上 的 存在 惟 
一 性 6 ， 

接 下 来 讨论 模型 (6.1.15) 的 平衡 解 的 存在 性 , ER plat) = 0 是 
(6.1.15 的 平衡 解 , 称 它 为 零 平衡 解 或 平凡 平衡 解 . 设 p。 (a ) 是 (6.1.13) 的 非 
零 平衡 解 po (a ) 必须 满足 


Bes) = pla, Pe) pala), 


pa 0) = |” Bla,Pa)bu(adda, (6.1.17) 


Pa = ra) pa da. 
由 (6 ,1,17) 的 第 一 个 方程 可 以 得 出 
pula) = pa (Oexp (~ [Lace P3). 

将 ph (a) 的 表达 式 代 入 (6,1 17) 的 后 两 个 方程 中 去 ,再 利用 非 零 平衡 解 的 
Po (0) 天 0 可 得 P,。 满足 的 方程 为 

[iita Poeno - f n(e.Padde }da =1. (6.1.18) 
将 (6,1,18) 任 何 一 个 正解 代入 pu (a). 的 表达 式 后 就 可 以 得 到 模型 (5.1.19) 的 
一 个 正平 衡 解 ,我 们 定义 模型 (6.1,15) 的 净 生 育 率 为 

n(P) = J pa, Po - [de Pode ld. 


n(P) 的 人 口 学 含义 是 当 人 口 总 数 为 常量 PP 时 ,每 个 社会 成 员 一 生 中 生育 子女 
的 数目 ,从 实际 情况 看 , 当 一 个 社会 的 人 口 要 达到 平衡 状态 时 ,一 个 很 自然 的 要 
求 是 每 个 社会 成 员 平 均一 生 中 生育 的 子女 数 为 1. 所 以 ,方程 (6,1.,18) MA DE 
的 角度 看 是 很 自然 的 一 个 要 求 , 从 方程 MP) = 1 解 出 Ps 后 ,就 可 以 得 到 
(6.1.15 的 平衡 解 


Pola) = a Poo e 
fi reae | ae Pc da 


与 离散 的 非 线 性 模型 类 似 , n( P ) 通常 取 两 种 形式 ,单调 递减 或 单 峰 函 数 ， 
例如 我 们 取 pla ,P) = M Ca). B(a .P) = Rayer ,此 时 


exp(- [rote P8). 


nU = [8 Get Pes — a COde da = n (nen 
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n(P) 在 P= k/2 时 取得 最 大 信 ,n( 各 ) = n (08^, lim n(P) = 0. 所 以 , 当 
n(0) > 1 时 ,模型 (6,1,15) 有 惟一 的 正平 衡 解 : 当 n(0) < 1, n(0087 >1 时 ， 
模型 (6,1,15) 怡 有 两 个 正平 衡 解 : 当 以 从 过” = 1 时 ,模型 (6,1,15) 怡 有 1 个 正 
平衡 解 ;而 当 n(O)ef^ < 工时 ,模型 (6.1.15) REELS. 

对 较 一 般 的 函数 Ha ,P) 和 Ra P) ATE nC P) = 1 的 求解 也 是 十 分 困难 


的 ,常用 的 一 种 方法 就 是 讨论 aP) = 1 的 根 的 分 支 问题 , 令 F(P) = IUD 将 


方程 n(P ) = 1 改写 为 等 价 的 方程 
n(0)F(P) = 1. (6.1.19) 

BT F(0 = 1,225 n(0) — 1 TU E'(0) 天 0 时 ,就 很 有 可 能 当 P 270 BL P 很 小 
时 得 到 (6 ,1,19) Hee SEL |S 

n(0) =1+e， 

P = Pie + Pre + Preto, 
EX 

2 


F(P)-1«*F(0)P-« P to, 


将 这 些 表达 式 代入 (6.1.19) 中 ,由 低 到 高 比较 eh ELCHE RKR 
e€ 14 F'(0)P, =0, 


F^ Fo 


E F'(O)P, + Pic F'(0P,-0, 


S aye _ LoP FO) wees 
FE UNE YP, Pu GP AEE TAY 


(6.1.15) 正平 衡 解 的 分 支 ,对 非 线 性 模型 正平 衡 解 分 支 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 
文献 [9,33]， 

平衡 解 稳定 性 的 研究 也 是 通过 线性 化 的 方法 进行 的 , 先 将 非 线 性 模型 
(6.1.15) 在 平衡 解 展开 ,忽略 其 高 次 项 ,得 到 线性 化 系统 ,与 $2.2 中 类 似 寻 找 
线性 化 系统 的 形 如 f( a )e 的 解 ,从 X 的 实 部 大 于 零 或 小 于 零 来 判断 平衡 解 的 稳 
定性 ,例如 , 当 P(a,P)= 上 出 (a),Xa)= 工 时 , 令 

pla,t) = p.(a) t &(a,t), Pt) =P. + y(t), 

将 模型 (5.1,15) 在 平衡 解 pola) 处 线性 化 为 


2 3G =- mGa)&(a 1), 


BG P. ) 


(0,0 = [Iota P. 6(a da «of pe(a)da, — (6.1.20) 


A 
yt) = n &(a,t)da. 


§6.2 具有 年 龄 结构 的 离散 传染 病 模型 M0 


4 Wat) — Had! RA (6,1,20) 8 
£(a) =- (pla) + 9&2), 


E0) = | Bla, Padela )da +f Ha)da 


f PBa Poy (adda. 


qa) =e an ea)da. 
REE, Ela) = &O)exp[ - da -modr) ,代入 XO 的 表达 式 得 


l= feta Po ef- àa - fi rolde )da 


+ 了 Bea Poy, (ada| exp- da 一 Jor a. (6.1.21) 


(6.1.21) 就 是 线性 化 系统 (6,1,20) 的 特征 方程 ,由 特征 方程 可 以 得 到 下 面 的 稳 
定理 6,1, Ton sp 28 P Pelada > 0 Bi, (6.1.15) BI deii 


pa (a rto ium s^ EG, ade co ia ^ 


充分 小 时 ,模型 (6,1,15) 的 平衡 解 p- (a ) 是 稳定 的 ， 

具有 年 龄 结构 的 人 口 模型 还 有 许多 问题 值得 到 探讨 ,如 平衡 解 的 全 局 稳定 
ECS) 3E 自治 非 线性 周期 模型 周期 解 的 存在 性 与 稳定 性 %i ,具有 年 龄 结构 种 群 
模型 的 数值 解 (7.wi ,更 一 般 的 种 群 模 型 的 建 模 与 研究 3 0 ,这 些 方面 的 研究 工 
作 与 常 微分 方程 模型 的 研究 现状 相 比 ,还 有 相当 大 的 差距 ， 


“ie P.) 


Poo (ada 


$6.2 具有 年 龄 结构 的 离散 传染 病 模 型 


与 连续 的 传染 病 模型 相 比 ,离散 传染 病 模型 的 研究 要 少 得 多 ,文献 [得 ] 用 
一 个 离散 传染 病 模型 来 预测 流感 在 英格兰 和 威尔士 的 流行 情况 ,文献 [4 多 研究 
了 离散 的 ST,SIS,SIR 模 型 ,发现 高 散 SI,SIR 的 性 态 与 其 对 应 的 连续 模型 类 似 ， 
但 离散 SIs 模型 可 以 呈 显 更 复杂 的 动力 学 性 态 ,文献 [43] 对 确定 和 随机 的 离散 
SIL 和 SIR 模型 进行 了 比较 ,文献 [44] 研究 了 一 个 具有 人 口 动力 学 的 离散 STE 模 
型 ,文献 [45] 发 现 一 个 离散 SIS 模 型 的 平衡 态 稳定 性 在 一 定 范围 内 随 参数 变化 
的 现象 ,文献 [46 ] 用 一 个 离散 模型 去 估计 一 种 医疗 措施 的 有 效 性 ,流行 病 建 模 
与 研究 的 专著 [47] 也 对 离散 传染 病 模 型 进行 了 简单 介绍 , 

由 于 许多 传染 病 数据 都 是 按 天 , 周 ,月 或 年 收集 的 , 故 离散 模型 在 参数 估计 
和 初 值 选 取 方 面 比 连续 模型 方便 ,离散 模型 建立 了 以 后 , 解 关于 初 值 问题 的 存 
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在 惟一 性 容易 得 到 ,这 是 离散 模型 的 又 一 优点 ,离散 模型 还 可 以 比 连 续 模型 展示 
更 丰富 的 动力 学 性 态 ,许多 无 法 求解 或 理论 分 析 的 连续 模型 往往 需要 化 为 离散 
模型 进行 数值 模拟 ,所 以 ,建立 和 分 析 离散 传染 病 模 型 就 更 加 实用 , 当然 ,离散 模 
型 的 分 析 研 究 中 也 存在 很 多 困难 ,这 主要 是 因为 连续 模型 中 求 导 ,积分 等 处 理 连 
续 变 量 的 有 效 方 法 难 以 使 用 ,在 这 一 节 中 我 们 先 讨论 离散 SIS TU SIR 模型 的 性 
态 , 接 下 来 建立 和 分 析 的 年 龄 结构 的 离散 SIS、SIR 模 型 ,最 后 给 出 离散 传染 病 模 
型 应 用 的 一 个 例子 ， 


6.2,1 离散 SIS 和 SIR 模 型 


取 时 间 的 长 度 为 1, 这 可 以 是 1 年 1 月 \1 周 .1 天 ,1 小 时 等 ,考察 在 t = 0, 
1,2,… ,这 些 离散 时 间 点 上 传染 病 的 传播 情况 , 记 t 时 刻 一 个 地 区 的 易 感 者 人 数 
为 S(t) ,患者 人 数 为 I(t) ,并 设 该 地 区 的 总 人 口 数 为 常数 ,S(t) + I(t) =N. 
在 忽略 出 生 、 死 亡 和 迁移 时 离散 的 SIS HB US: 

S(e +1) = S(t) - fs) + y), 
(6.2.1) 
IG 8D = GO € ÉSCOICO = X CO. 
其 中 为 单位 时 间 内 每 个 病人 与 其 它 成 员 的 接触 数 , Y 为 病人 的 恢复 率 ,我 们 假 
设 
0< B<1, 0< y«1. (6.2.2) 
当 (6,2,2) 成 立时 ,容易 验证 对 任何 非 负 初始 值 S(0) 和 I(00, 8(0) + 100) = 
N VA SO)Z O0, IG)Z 08 SQ) I(t) 7 N, 即 (6,2,1) 的 解 存在 , 非 负 和 
惟一 ， 

工作 研究 (6 ,2.1 解 的 性 态 ,我 们 用 S(t) =N 一 I(t) 代入 (6,2,1) 的 第 二 
个 方程 中 ,进行 整理 后 得 

IG D = (1e g- v - rw). (6.2.3) 
我 们 仅 研究 (6 ,2,3) 初 值 满 足 0 志 I(t) S N 的 解 的 性 态 即 可 ,定义 模型 (5 .2.1 
的 再 生 数 为 Ry = f.m, 是 一 个 病人 在 患 病 期 间 内 平均 感染 的 人 数 ,通过 简单 


计算 可 以 看 出 , 当 Re 过 工时 ,模型 (6,2,1) RELATERE EN ,0) 4R > 
1A, (6.2.1) 除 过 无 病 平 衡 解 外 还 有 地 方 病 平衡 解 E" = (5S*,1*)= 
(Rt - BON) .利用 Ro 就 可 以 给 出 离散 SIS 模 型 (6.2. D 的 浙 近 性 态 ， 
3E$8 6.2.19! RA (6.2.2) 成立 , 则 当 R。 « 1 时 ,模型 (6,2, 0) 的 无 病 
平衡 解 是 全 局 渐 近 稳定 的 ,而 当 R。> 1 时 ,模型 (6,2,1) 的 无 病 平衡 解 是 不 稳定 
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的 ,地 方 病 平衡 解 是 全 局 渐 近 稳 定 的 ， 

证 明 ”我 们 只 需 证 明 (6,2,3) 的 零 解 或 正解 1” 相 应 的 结论 即 可 , 当 I(0) 
二 0 时 ,由 (6,2, RASH I(t) —0,2 100) 2081, BT 0 Wt) N.H 
(6.2.3) 得 


IAP = 1+8- y- fi <itp-y. 


所 以 , 当 Ro < us Apto «1,1() SES TS . 当 Ro > 08 (6.2.3) 的 
正平 衡 解 【[ 存在 ,满足 
f= v(ise-7-£r) 
定义 66,2.3) 的 Liapunoy BRA V(I(t)) = (I(t) 一 了" )2, 对 任意 I(t) > 0, 
计算 可 得 
AVU = V(U € D) - VUE) 
= fio(-2* rouo - ry «o. 
由 LaSalle 2E TE RS) (6.2.3) 的 正平 衡 解 I* 在 0 之 I(t) SN 内 是 


全 局 渐 近 稳定 的 ,当然 ,此 时 (6,2,3) 的 零 平 衡 解 是 不 稳定 的 ， 
接 下 来 讨论 一 个 有 出 生 和 死亡 的 离散 SIR BLU, 


S(t +1) = SG) + pN - Esa) - pS), 


IG 80 = KO + ESOO) - Get DIO), (6.2.4) 


R(G 4 1) = R(t) + yi) — gRGD, 

S(0) 2:0,1(0) Z2 0, R(0) 220, S(0) + 1(0) + R(O) = N, 
其 中 是 单位 时 间 的 生育 率 和 死亡 率 ,我 们 假设 所 有 的 新 生 儿 都 是 易 感 者 ,在 单 
位 时 间 内 被 感染 得 病 的 人 与 病人 与 易 感 者 的 数量 之 积 成 比例 ,单位 时 间 内 生育 、 
死亡 的 各 美人 数 均 与 现 有 人 口 成 比例 ,单位 时 间 内 治愈 的 人 数 与 现 有 的 病人 数 
成 比例 ,治愈 的 病人 具有 终身 免疫 力 而 进入 了 移出 者 类 

在 SIR 模 型 (6.2.4) 中 ,我 们 要 求 0 < B< 1.0 < p+ y« 1 这 样 ,对 任何 满 

Æ S() + 1(0) + RO) = N 的 一 组 非 负 的 初始 值 ,由 (6,2.4) 的 递 推 关系 可 以 得 
出 ,对 所 有 上 ,各 类 人 口 S(O IC ROG) HSE AA S(t) + IC) + RQ) = NBI 


总 人 口 保持 不 变 ,对 (6.2.4) 定义 再 生 数 R, EE 由 此 得 到 , 当 R «LET ,模型 
(6.2.4) 仅 有 无 病 平衡 解 E! (N ,0.0) ,而 当 R，> 工 时 ,模型 (6,2.4) 除 过 无 病 平衡 


8 E 外 ERANI E” (pCR, -1,7 (R -1)). (6.2.4) site 
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的 渐 近 性 态 如 下 ， 

$E 3€6,2.2/0/. 设 0< B<10< e+ y« 1 MAR, <1 时 ,模型 (5.2.4) 
的 无 病 平衡 解 是 全 局 渐 近 稳定 的 ,而 当 R, > 工时 ,(6.2.4) 的 无 病 平衡 解 是 不 稳 
定 的 ,其 地 方 病 平衡 解 当 R， > LR, -1 充分 小 时 是 渐 近 稳定 的 ， 

WES] SEH 6.2.2 的 条 件 成 立时 ,I(t) 之 0 对 于 所 有 t= 0,1,2,…, 由 
FOSS SN 所 以 


I(t*1) _ 
IG) /— 


故 I(t) 单调 减 趋 于 零 , 由 (6,2,4) PRE R(t) 的 方程 得 ， 
R(G * D) = (1 - gp) R(t) + yilt). 
Mk = 0 开始 递 推 , 利 用工 (日 的 单调 性 ,经 过 计算 和 比较 得 
R(Q) = (1 - 2) R(0) + 71(0), 
R(2) = (1 ~ 2) RO) + YI) 
S 0 7 p) RW) + (1— we) vO) + YO), 


1+ ste) - 7S 14 B-p-7< 


R(t) = (1-a YRO) + YO) +O- g) ++- à] 
= a- pnt + AOA — 01-9) 
" 
<a ~ wR) + ŽO), 


所 以 ,对 任意 给 定 的 8, 当 R(0),I(0) 充 分 小 时 ,R(t) 就 可 以 任意 小 , 即 (6,2.4) 
的 无 病 平衡 解 关于 RO) 是 稳定 的 , 同 理 可 以 推出 ， 
RG +k) & (407 pRO) + £I. 
由 于 R(t) 有 界 ,I(t) 趋 于 零 i lim R(t) -9. 由 此 得 lim I(t) = 0, lim R(t) 
= 0, lim S(t) =N. 即 (6, 24) 的 无 病 平衡 解 当 R， < 1 时 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 
为 了 研究 (6,2.4) 5R > 工时 平衡 解 的 稳定 性 ,我 们 利用 总 人 口 数 不 变 这 
一 事实 而 略 去 (6.2.4) 的 第 三 个 方程 , 仅 考 虑 前 两 个 方程 组 成 的 方程 组 的 平衡 
解 稳定 性 ,为 此 ,将 它 分 别 在 两 个 平衡 点 线性 化 ,利用 线性 化 系统 的 特征 根 模 的 
大 小 来 分 析 其 稳定 性 ,在 无 病 平衡 点 E 的 线性 化 系统 为 
S(t +1) = 0 -,08() ~ l(t), 
(e+ — (+B (p+ ye). 
线性 化 系统 的 两 个 特征 根 分 别 为 y -i1-BHx-i-8-B—-y SR >1 
A,B > et yA % > 16.2.4) 的 无 病 平衡 解 是 不 稳定 的 ， 
(6.2.4) 的 前 两 个 方程 在 地 方 病 平衡 解 EE 处 的 线性 化 系统 为 


(6.2.5) 
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S(t+ 0) = (1- gR SU) - (p+ YI), 
I(t £ D = pCR, - 2S0) + IG). 
线性 化 系统 (6 .2.6) 的 特征 方程 为 
A - (2- pR A t V - gR, * (p * Y)pg(R, - 1) = 90. 
它 的 根 为 


a-i-£&R 45 VOR aula + CR, D. 

由 于 0 < #<1,5R, > 1,Ri 一 1 充分 小 时 ,0< ERI -4e(e— 3 (R -D 
< ERI ,所 以 ,此 时 两 个 特征 根 满足 -1< xx <1,(6.2.4) 的 地 方 病 平衡 解 

6.2.2 具有 年 龄 结构 的 离散 传染 病 模型 

对 一 些 感染 与 年 龄 有 关 i 的 疾病 ,在 模型 中 引入 年 龄 结构 就 比较 合适 ,将 人 口 
的 最 大 年 龄 区 间 等 分 为 m + 工 个 子 区 间 ,每 个 区 让 
MM 将 时 间 坐 标 也 按 相 等 的 区 间 划 分 ,将 t 时 刻 年 龄 在 区 
mL CL DA in, acea N (aj 011m = 0,12, 


mtl +1 


sal GEDA) iin. 口 的 生育 率 ,d 为 死亡 率 ,p; = 1-4, 为 存活 


m+l’ 


率 , 则 按 上 节 的 方法 可 得 有 年 龄 结构 的 人 口 模型 为 


MUHD = SNC), 
ale tD SRNO, j =0,1,-+,m ~ 1,2 = 0,1,257, 
N,(0) = Nos -0,1,2,,m 
AO REN MLR se MOSUL tro eee 所 以 假设 各 年 
龄 组 中 的 人 口 已 经 达到 了 稳定 值 , 由 前 一 节 的 讨论 知 ,此 时 要 求 净 生 育 率 为 1， 
即 
n = bo + bpo + E PoP, 二 + …+bpp…pnt = 1, 
各 年 龄 区 间 的 人 口 数 为 No, Ni = Nopo, Ne = NoPoPi tti Ne = No Po Pi Pomi » 
将 各 年 龄 区 间 的 人 口 分 为 易 感 者 和 患者 两 类 , 记 t 时 刻 年 龄 在 区 间 


[#4 GEDA) amas mi A BI & CO 7I LCO ,这 两 类 人 口 
mt+l1’” m+ 
之 间 的 关系 见 图 6.2. 

设 在 区 间 [A GAMA) 内 的 一 个 病人 在 单位 时 间 内 与 位 于 


m+1? m+ 
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图 5.2 易 感 者 与 患者 之 间 的 转换 关系 示意 图 


[A Ac aM RRM ER 


m+ m+i 


mtl 


描述 的 关系 可 得 到 具有 年 龄 结构 的 SIS 离散 模型 为 


[二 过 二) 内 的 病人 在 一 个 单位 时 间 内 的 恢复 率 为 Y , 则 根据 图 6.2 所 


SG D = SG G) + LG), 


Ll: 410-9, 


SG +1) = pS,(t) - MALO RO * v0. f= Oly -1 


MaG D = BO AEA RD - YG), je9,,5,m-1, 


$,(0) = Sp 20, 00) = Ip 20, Sotli =N, fF =O ym. 


(6.2.7) 
根据 传染 病 问题 的 实际 背景 ,我 们 假设 
d+y <1, 4, + A BAN. <1. 了 = 0,1,,m, (6.2.8) 


(6.2.8) 中 的 第 一 组 不 等 式 的 实际 含义 是 第 j 个 区 间 [ FA DA e 
在 一 个 单位 时 间 内 死亡 和 治愈 的 数目 所 占 的 比例 不 会 超过 1, 第 二 组 等 式 的 全 
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染 得 病 的 人 数 所 占 的 比例 不 会 超过 1, 在 这 些 十 分 自然 的 条 件 之 下 ,我 们 可 以 得 
SIME (6.2, 7) 解 的 非 负 性 ， 

定理 6,2.3 RK (6.2.8) Hor ME (6.2.7) 的 所 有 解 非 负 , 且 满足 
SO)-LG)-Nj-0,.1,;m.t-0,12,- 
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证 明 ”由 于 所 有 参数 和 初 信 非 负 , 取 t= 018 Hi 


SI) = 370,(5,(0) + L() = HN = Ny. 
j-0 


ya 


LaQ = -x)LO) a 3460) SO 0, jom, 


SQ) = (2, -& Sio )s, 0) + YXbLO)Z0, j-0..-,m-—1, 
"ms 


Bad) + S.C) = pCO) + S(0) = aN, = Na, j 0,0 m — LM. 
利用 数学 归纳 法 就 可 以 证 明 上 面 的 分 析 对 所 有 的 + 之 0 成 立 ， [| 
定理 6.2.3 £5 H TEE (6,2, 7) 解 的 合理 性 ,为 了 分 析 (6.2. 解 的 性 态 ， 
我 们 用 S G) + LG) = N, 代入 (6,2,7) 中 , 略 去 关于 S (0) 的 方程 ,得 到 关于 
患者 人 数 的 模型 如 下 ， 
Lt+1) = 0, 


By) = Cp xMGO BBD - IP), =O ot 


LO = 0S SN, fF =O, 


(6.2.9) 
为 了 讨论 方便 , 记 
T(t) Bi B Bs Bui Ba 
h(t) Bi Po B cn Bua Ps 


Ha) = BD), F= |B B Boc Bui B. 


LG) 1 Bo Roc Pai Ba 
T = (Tijmes Tu SAs P—d32,om. 
B = (Bij mes Biri = Pi- Yo i= 1,257, -1, 
GGG) = (Gij wens Gani = ALCAN, i = 2,-,m-1, 
HRA ST, ES MG, =0 86.2.9 的 向 量 形式 为 
T(t +1) = BIG) * TFI) - GOH) EH), 1 —0,12,7. 
(6.2.10) 
i1(6.2.10) 与 时 间 无 关 的 平衡 解 为 I, 即 工 满足 方程 
T= Di | TFE- GCODFI. (6.2.11) 
显然 (6.2.10 有 零 平 衡 解 I = 0, MAE (6.2.7). 的 无 病 平衡 解 , TOR UB 


(6.2.11) 的 正平 衡 解 , 即 模型 (6.2, 作 的 地 方 病 平衡 解 ,我 们 记 x = Sg. DU 
E 


Vir SSRN .再 记 
E 


fa. | [ 0 0 0 0 07 
|^ | AN, 0 0 | 
a= ia, | Q-| 9 WAN 0 9| 
l 可 0 0 Q0 on Anal Naa | 


将 (6,2,11) 重新 整理 后 得 

I — BE+ «FA — «Qh, 
EPE 2m xm 阶 单位 矩阵 , 由 于 矩阵 下 -B + xQ 可 道 ,由 此 可 以 得 出 工 的 
表达 式 ， 


f= 2(E- B+ 2Q) ‘A. 
由 于 x 是 由 I 的 各 个 分 量 的 一 个 线性 组 合 ,所 以 工 没有 真正 解 出 , 记 B= (8, 
Beo BY Wx 是 BB 与 1 的 数量 积 , 即 x 必须 满足 方程 
FG = (sse ME -B+ aQ)U'A - I. 
通过 较 仔细 的 计算 可 以 得 到 f(x) 的 具体 表达 式 
f(a) = Rido + BCA, Au G0) 
+ Blàr 8 A qi GO + Aog C qa Ge) e 
FB Amer t AvaquaGr) * Anes Em) Gna CE) + 
+ Agar as(a) qual) + AggiCa qa (a) quae, 
Bg = glr) = p- 7, aA /N 7G = 12m 1 AS 
a; = Gi hs BIG - B) 'QF(E -B)'A, j =O. ,m 1, 
将 上 面 关 于 x 的 方程 改写 为 
ay —l=ayx—-age? tar t+- 
FC. D” fag? € (> D "ae. (6.2.12) 
3E 308 81 (6,2,7). 的 再 生 数 为 
Rs, = f(0) = ao- 
再 生 数 R 的 含义 是 指 一 个 病人 在 整个 患 病 期 间 平均 感染 的 人 数 ,下 面 是 关于 
(6.2.7) 地 方 病 平衡 解 的 分 支 结果 ， 
定理 6,2.4 具有 年 龄 结构 的 离散 传染 病 模 型 (6.2, 妨 SR; > 1 Ri 一 1 充 
分 小 时 有 小 的 地 方 病 平衡 解 ， 
证 明 (6.2.7 地 方 病 平衡 解 的 存在 性 与 (6,2,10) 正平 衡 解 的 存在 性 等 
dr ,这 又 与 关于 方程 (6,2,12) 正 根 的 存在 性 等 价 , R > 1,Rs 一 1 充分 小 时 ， 
(6.2.12) 左 端 是 一 个 充分 小 的 正 数 ,又 由 于 (6,2,12) 的 右 端 当 x 充分 小 时 是 x 
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的 增 函数 ,所 以 , 当 定理 6.2.4 的 条 件 成 立时 ,利用 分 支 理论 可 得 (6.2.12) 存在 
惟一 的 正 根 x ,通过 x 即 可 得 (6,2,10) 的 正平 衡 解 为 

I, = whe. 

fy =A Aog (x)), 


Ly = A * Às aqua Cx) * Xe gma T) dy a2) + o 
+ Ay ga (egy) gn Cr) + Agi (aaa) an (2). 
接 下 来 利用 线性 化 方法 讨论 (6.2.10) 无 病 平衡 解 的 稳定 性 .(6.2.10) 在 I 
= 0 的 线性 系统 为 


I(t * 1) = BI(t) * TFI(O, t-0,,2,7 (6.2.13) 
由 于 
| Aoi — Ash — Ae … op AB, | 
AO AO X A Bt ALB 


B+IF= B+} AB, Map APs po »X5 


H H H H z | 
Amabi Amah Amt Be At Bort | 
一 个 非 负 和 矩阵 , 3x T- 3E ASE 09 Prebenions @ 2815 H B + TF 仅 有 一 个 正 的 特 
TE p 和 属于 g 的 正 特征 向 量 v,B + TF 其 它 特征 值 p 的 模 都 不 会 超过 a LED 
| pisz ,所 以 (6,2,13) 的 稳定 性 完全 由 B + TE 的 正 特征 值 p HE., gM v 
满足 的 方程 为 
(B+ TF)v = HEv， 
由 于 EE 一 B 可 道 ,B + TF 的 正 特征 值 p = 1 的 充分 必要 条 件 是 
(E - B)' TEv = v, 
HIRBEE(CE 一 BY' TF 具有 特征 值 1, 通 过 较 仔 细 的 代数 运算 可 以 得 出 
[Bray Bran Bos Btn 


Bro, Brow, Bo. c7 Bator | 
(E-HY'TF = po Bre; Bie; cv Bes | + 
i i : Pg 

Bee, Bron Baw, = Rad 


Hoe, = Ao» 
€; = Ay + Angi (0), 
wy = Àz + Aqu (0) + Angi (009,000, 
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Wm = Àsa + Am-2dm1 (0) + An3gm-2(0) dy (0) + > 
+ àig (0) q3(O) 9,1(0) + Aog (0) gz (0) 74, (0). 
ABEE(E — B)H TE 的 特征 方程 为 
e (Bio, + Boos ton + pum, — p) = 0. 
(E -By' TE 惟一 的 正 特征 值 为 
Po = Bray + Boe, + + puts 
= (Bi hrs Bn CE — BYR = Ry. 
Rs 是 模型 (5.2.10) ,也 即 模型 (6.2.7) 的 基本 再 生 数 ,根据 Rs 的 大 小 ,可 以 得 
到 下 面 的 定理 ， 

定理 6.2.5 具有 年 龄 结构 的 离散 传染 病 模 型 (6 .2.7) 的 无 病 平衡 解 当 Rs 
之 1 时 是 全 局 渐 近 稳定 的 ,而 当 R， > 工时 是 不 稳定 的 ， 

证 明 ”我 们 仅 需 证 明 (6.,2.,10) 的 无 病 平 衡 解 有 类似 的 结论 即 可 , 由 前 面 的 
分 析 和 Rs 的 定义 得 知 , 当 Rs < LET, (6.2.10) 的 无 病 平衡 解 是 稳定 的 ,而 当 Rs 
> 工时 ,(6.2.10) 的 无 病 平衡 解 是 不 稳定 的 ,为 了 得 到 R， < 1 时 无 病 平衡 解 的 
全 局 稳定 性 ,我 们 用 比较 原理 ,事实 上 ,对 于 同一 个 初始 值 1 (0) 和 任意 一 个 患者 
的 年 龄 分 布 T(t) ,由 于 G(I(D)E (之 9, 故 由 (6.2.10) 定 义 的 I(t) 必须 满 
mg 

I(t * D) BI (1) + TFI. (6.2, 14) 
(6.2.14) 5 (6.2.10) EAP I) = 0 的 线性 化 系统 (6,2. 13) 的 差别 仅 
是 将 等 号 换 为 不 等 号 , 故 对 同样 的 初始 值 ,满足 不 等 式 (6,2,14) 的 I(t) 一 定 不 
会 超过 满足 线性 系统 (6,2,13) NIC). MAR, < 1 时 ,线性 系统 (6.2.13) 的 无 
炳 平衡 解 是 稳定 的 ,也 是 全 局 浙 近 稳定 的 ,所 以 ,由 比较 原理 得 (6.2.7) 的 无 病 
平衡 解 也 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 

搂 下 来 研究 模型 (6 .2.10) 地 方 病 平衡 解 1” 的 稳定 性 , 令 z(t) = I(t) 一 
I' ,(6.2.10) YE U' 处 的 线性 化 系统 为 

z(r t1) =(B+ TF - MI )F - Miz' Dz(GD. £ =0,1,2,->, 

(6.2.15) 
RPS BE +B +--+ Bb, 
MG) = Mi) Mis = Ax /N;, i-l2,;7,m-l, 
M(x") 的 其 它 元 素 均 为 零 ， 
通过 较 长 的 代数 运算 得 到 矩阵 TR 一 M I7 )F 为 
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[ Aoffi Af; U Av, 


0 °) 
0 o| 
0 0 | 
0 o 0 fecha c | 


当 条 件 p ~ y, Oj = 1.2,…,m 1) REN EEB MG ATE 
—-MU')F RB + TF - MO')F - M(x") SEER, BEAR 
(6.2.15) 的 稳定 性 可 以 由 矩阵 
B+TF-M(I )F -M(x ) 
特征 值 模 的 大 小 来 决定 ,与 前 面 无 病 平衡 解 稳定 性 的 分 析 类 似 , 非 负 矩阵 B + 
TF -M(I' )F -M(x”) 的 特征 值 模 的 大 小 完全 由 它 的 正 特征 值 的 大 小 控制 ， 
而 B+ TF 一 M(I" J)F - M(x' ) 正 特征 信和 是 否 大 于 1 或 小 于 1 与 非 负 和 矩阵 
(E-(B- M(x" DTF- MO )F) 
的 特征 值 是 否 大 于 工 或 小 于 工 等 价 , 经 过 仔细 的 计算 等 到 矩阵 (E — (B 一 
M (x^ )))' (TF - M(I' F) 的 正 特征 值 为 
Ri = Prax") t Brugal?) +--+ Bw, (x), 
其 中 ule’) = av， 


iG) = a1 - ghana" )， 


u(x") 一 Ai 一 du) AT - dpzz Jan Wat ae 


2 


tafi- oe daa) 
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+ Àeqi x" aot" Yn qu ax ). 
与 前 面 的 分 析 类 似 ,可 知 (6.2, 7) 地 方 病 平衡 解 的 稳定 性 由 下 面 的 定理 给 出 
3E386.2.6 SR < 1 时 ,模型 (6,2, 7 的 地 方 病 平衡 解 是 稳定 的 ,而 当 
Ry > LEY (6.2.7) 的 地 方 病 平衡 解 是 不 稳定 的 ， 


6.2.3 ”有 接种 免疫 的 带 年 龄 结构 的 离散 传染 病 模型 


接种 免疫 可 以 减少 易 感 者 的 比例 ,有效 地 控制 或 根 绝 菜 一 种 传染 病 在 一 个 
地 区 的 传播 ,这 是 传染 病 防 治 的 一 个 有 效 措施 ,现在 已 经 有 了 许多 模型 来 研究 在 
进行 楼 种 免 并 时 疾病 的 传播 规律 ,此 处 我 们 建立 楼 种 时 有 年 齿 结 构 的 传染 病 模 
型 ,并 分 析 其 解 的 浙 近 性 态 . 

与 6.2.2 节 中 对 年 龄 和 时 间 的 分 割 相同 ,我 们 分 别 记 时 段 年 龄 为 | 的 易 感 
者 ,患者 和 免疫 者 的 人 数 分 别 为 S (OL CO I V, CO j=0,1 mit=0,1, 
2,-—. 设 所 研究 人 口中 的 生育 ,死亡 ,感染 和 患者 治愈 的 情况 与 前 面 6.2.2 节 中 
相同 ,在 任何 时 段 对 第 j SHR ORES OH BH g M 比例 的 易 感 者 经 过 
接种 免疫 后 进入 了 免疫 者 类 ,他 们 不 再 被 感染 患 病 .在 这 些 假设 下 得 到 的 数学 模 
型 为 


So(t +1) 0-609)5(SQ) + LG) + Vj), 
hít+1)=0, 


Vale +1) = & 5 GG + LG + V), 


Sle #1) = (DSO -XXALO SUD ty, 6.2.10) 


fue +1) = ph) +a, SAL) aU pb), § =O mm -1, 
£e ] 

Vint +1) = SVG +6502), j=0,1,……,m-1, 
Si(0) = Sp, L(0-1I,, VO= Vo,  j-—0,1,7,m. 
1E (6.2.16) F MRA A FRE RH AB = 8 =~ = 8 (6.2.16) 
就 是 按 比例 接种 的 传染 病 模 型 MRR 8 > 0, 其 余 的 = 0, 则 模型 
(6.2.16) 就 是 一 个 脉冲 接种 的 传染 病 模型 ,这 表明 (6,2,16) 可 以 方便 地 描述 不 
同 接种 免疫 策略 下 的 疾病 传播 情况 ， 

与 6,2,2 PHR 6.2.7 的 讨论 类 似 ,我 们 可 以 得 到 SHAE 

d,* y, <l, 2 66 DRN <1, 了 = 01 和 (6.2.17) 


j k=O 


成 立时 ,模型 (6 .2, 16) 的 解 非 负 , 下 面 我 们 总 假设 此 条 件 成 立 ,我 们 仍然 假设 总 
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人 口 达到 了 平衡 状态 , 即 
SALO VGE) S N, jo0.lsum. (6.2.18) 
模型 (6,2,16) 可 以 转化 为 关于 患者 和 免疫 者 的 方程 组 ， 
I(t +i) =0, 
Viet l= & SAN, 
Fo 
Laa + D = pb) «x Su co ERA - nhG), 
[zr] 5 
Va +1) = pV,(t) 4 BON, - EG) - V(t), jo 0, -1, 
1,0) = Ip, V;(0) = Vo, 了 = OL rym. (6.2.19) 


定义 
VGO) = (GG), Vit) VED), 
e = (ONO Nis Ont Nat) s 
A = {ann au; = Fs i-d2,-m-1, 
D-(D)... Dani = b,- Q, 7=1,2,--,m—-1, 


=a, E(t) + VG) 


i-d2,-,m-1 

Hai a, D 和 M,，= 0, 将 (6,2,1 写成 向 量 形式 

IG +1) = (B+ TF- MOG) + ve) FEC), 

V(t4+1) = DV(z2) ~ A(t) +. 
由 于 有 接种 的 模型 (5 2.20) 比较 复杂 ,我 们 在 此 仅 讨论 它 的 无 病 平衡 解 的 稳定 
E.S LO) = E = 0 代入 (6.2.19 中 可 以 得 到 (5.2.19 HERTE 
E(P,V)ETPImISyX 

20, j=1,2,,m, 


M(E) + VG) = (Mis Mau 


(6.2.20) 


Vi = 0 DbN,, 


vi 


GoNo Us — A CAN. 
V = ya T Ba) Via + GAN, 1, je23.0m. 
4 iG) 2 I0. v() = V(t) - V ,模型 (6,2,20) 在 无 病 平衡 解 ERE 
系统 为 
it+l)=(B+TFE-MOVODE)EE)， 


v(e+1) = Dv(t) — Ai(£). (6.2.21) 
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令 A, 是 所 有 元 素 均 为 0 m xm MERE, A, 2m X2m 和 矩阵 ， 

[B+ TF - M(V)F A, 

| -A D 

则 线性 化 系统 (6.2.21) 的 稳定 性 完全 由 Ai 特征 值 模 的 大 小 所 确定 ,又 因为 Ay 
是 一 个 0 矩阵 A 的 特征 值 就 是 由 矩阵 了 + TF -M(V )F AERD 的 特征 值 
构成 .显然 可 以 得 出 DD 的 所 有 特征 值 均 为 零 ,所 以 (5.2.20) 的 无 病 平衡 解 E" 的 
稳定 性 完全 由 B + TF-M(V)F 特征 值 模 的 大 小 确定 ,B +TE-M( 台 )F 是 
一 个 非 负 和 矩阵 , 它 的 正 特征 值 不 会 小 于 它 的 其 余 特征 值 的 模 , 而 B + TF 一 
M( VW )F 的 正 特征 信和 是 否 小 于 1 或 大 于 1 又 与 (1 -By (TF 一 M( WV)F) 的 正 
特征 值 是 否 小 于 1 或 大 于 1 等 价 , 经 过 计算 后 得 (1 — BY! CIE - MCVOE ) f 
正 特征 信和 为 Rs ， 


A = 


=Rat+tłhetet+tho, 
其 中 


ol = Ag, 


ve 
o = a(i- x) Aoqi (0), 


au = rali Net) anala - eie i00 + 


ar Nase a 00:077. 07. 
于 是 (6.2.20) 的 正平 衡 解 的 稳定 性 由 下 面 的 定理 给 出 
EH 6.2.7 WAT (6.2.17) 成 立 , 则 模型 (5 .2,20) 的 无 病 平衡 解 当 Rs 
< 1 时 是 稳定 的 , 当 Rs > 1 时 是 不 稳定 的 ， 
关于 离散 传染 病 模型 在 一 些 具体 疾病 的 应 用 可 参阅 文献 [49,50] ,在 这 一 节 
的 最 后 ,我 们 介绍 一 个 离散 传染 病 模型 , 它 用 来 研究 AIDS 病 在 同性 恋人 口中 的 
传播 过 程 [31 ， 


6.2.4 ”一 个 具有 年 龄 结构 的 离散 AIDS 病 模型 


AIDS 病 是 目前 在 世界 范围 内 传播 比较 严重 的 疾病 之 一 , 且 到 目前 为 止 还 没 
有 任何 十 分 有 效 的 预防 和 治疗 措施 ,世界 卫生 组 织 和 各 国政 府 及 医疗 部 门 已 经 
对 AIDS 病 的 传播 进行 了 大 量 的 研究 ,也 有 了 许多 数学 模型 描述 不 同情 况 下 
AIDS 病 的 传播 过 程 (33 ,在 这 儿 我 们 用 一 个 更 加 复杂 的 模型 来 研究 AIDS 病 
在 同性 恋人 口中 的 传播 规律 ， 
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由 于 AIDS 病 是 由 HIV 病毒 感染 所 引起 的 , 且 感 染 者 在 被 感染 后 病毒 在 人 
体 的 潜伏期 很 长 ,而且 没有 有 效 的 治疗 措施 ,被 感染 者 当 病 毒 在 体内 增加 到 一 定 
的 数量 时 发 病 ,故我 们 先 将 一 个 社区 的 同性 恋 总 人 口 分 为 易 感 者 .HIV 感染 者 
和 AIDS 病 患者 3 类 ,由 于 在 同性 恋人 口中 HIV 的 传播 主要 是 通过 性 行为 进行 
的 ,故我 们 又 将 各 类 同性 恋人 口 分 为 高 危 群体 和 一 般 群 体 两 种 .高危 群 体 是 指 有 
多 个 或 经 常 更 换 性 伴 但 的 同性 恋人 口 ,一 般 群 体 是 指 单一 或 有 相对 固定 的 性 伴 
侣 的 同性 恋人 口 , 由 于 HIV 病毒 在 体内 港 伏 的 时 间 比 较 长 ,在 不 同 的 时 期 HIV 
感染 者 传播 疾病 的 能 力 大 小 不 同 ,我 们 又 需要 将 HIV 感染 者 分 成 不 同 的 感染 阶 
B .我 们 需要 在 模型 中 用 到 下 列 记号 或 参数 ; 

N 一 一 初始 的 同性 恋人 口 ， 

X, (一 一 上 时 段 第 i 年龄 组 的 高 危 易 感 者 数量 ， 

Yt HRR i 年 龄 组 处 于 HIVE j 感染 阶段 的 高 危 感染 者 数量 ， 

Ai(t) 一 一 t 时 段 第 i 年 龄 组 的 高 危 AIDS 病 患 者 数量 ， 

W, (日 一 一 :时段 第 1 年 龄 组 的 一 般 易 感 者 数量 ， 

V, (日 一 一 上 时 段 第 i 年 龄 组 处 于 HIV 第 j 感染 阶段 的 一 般 感染 者 数量 ， 

Z(t) 一 一 t 时 段 第 i 年 龄 组 的 一 般 AIDS 病 患者 数量 ， 

NG 一 一 年 龄 组 的 总 数量 ， 

a-— 传染 参数 ， 

B-— 每 次 接触 的 感染 率 ， 

c 一 一 每 年 的 平均 性 接触 数 ， 

y—— 从 HIV 感 染 者 到 AIDS 的 转移 率 ， 

w 一 一 由 AIDS 病 导致 的 死亡 率 ， 

Wo i — 每 类 从 高 危 群 体 到 一 般 群体 的 转移 率 ， 

4 一 一 从 一 般 易 感 者 到 高 危 易 感 者 的 转移 率 ， 

器 一 一 各 年 龄 组 除 AIDS 以 外 的 死亡 率 , 

9 一 一 转移 到 下 一 个 年 龄 组 的 转移 率 ， 

2 一 一 到 第 一 个 年 龄 组 的 进入 率 ， 

p—— 直接 到 高 危 群体 的 比例 , 

a 一 一 从 高 危 易 感 者 直接 到 高 危 感染 者 病人 的 比例 ， 

t 一 一 从 高 危 感染 者 直接 到 高 危 AIDS 病 人 的 比例 ， 

g—— 从 一 般 感 染 者 直接 到 高 危 AIDS 病 人 的 比例 ， 

根据 HIV 病 毒 在 同性 恋人 口 群体 中 的 传播 情况 ,我 们 设 一 社区 的 人 口 在 15 
岁 时 以 比例 > 进入 同性 恋 群 体 , 且 直接 进 人 高 危 群 的 比例 P = 0, 即 所 有 新 进入 
的 均 在 一 般 群 体 中 ,然后 易 感 者 均 以 转移 率 % 进入 高 危 群体 ,到 20 岁 时 ,所 有 易 
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感 者 都 在 高 危 群 体 中 ,我 们 设 在 初始 人 口中 ,15 岁 的 易 感 者 全 在 一 般 群 体 ,16 岁 
的 易 感 者 有 20% 在 高 危 群 体 中 ,17 岁 的 易 感 者 有 40% 在 高 危 群体 中 ,18 岁 的 易 
感 者 有 80% 在 高 危 群 体 中 ,19 岁 的 易 感 者 已 全 部 在 高 危 群体 中 ,初始 人 口中 19 
一 49 岁 的 易 感 者 全 是 在 高 危 群体 中 ,50 岁 的 易 感 者 中 90% 在 高 危 群 体 中 ,以 后 
每 年 减少 10% ,到 59 岁 时 ,所 有 的 易 感 者 又 都 在 一 般 群 体 中 ， 
将 各 类 人 口 按 5 岁 一 个 年 龄 组 分 为 15 — 19,20 一 24,…,55 ~59 KR OOH 
以 上 几 个 年 龄 组 ,时间 以 年 为 单位 ,经 过 一 年 后 ,有 一 部 分 人 还 停留 在 同 组 和 同 
类 人 口中 ,有 些 死亡 或 转移 到 别 的 类 或 组 中 ,也 有 些 进入 这 一 组 ,例如 对 第 一 组 
的 高 危 易 感 者 组 ,第 + 1 年 的 数量 等 于 第 年 该 组 人 的 数量 ,加 上 新 进入 的 数 
量 ,加 上 从 同年 龄 组 的 一 般 易 感 者 转移 来 的 , 减 去 转移 到 一 般 群 体 的 数量 , 减 去 
转移 到 下 一 个 年 龄 组 中 的 数量 ,再 减 去 死亡 的 数量 ,根据 HIV 在 同性 恋人 口中 
的 传播 规律 ,可 以 写 出 下 面 三 组 方程 ,分 别 描述 HIV 在 第 一 年 龄 组 ,中间 年 龄 组 
和 最 后 一 个 年 龄 组 的 同性 恋人 口 群 体 中 的 传播 规律 
对 第 一 个 年 龄 组 的 模型 为 ; 
Xt+1) = XE + PAN + yo W(t) -aX (t) G4 +0; + p0XiGQO. 
Wilt 0) = W,G) + (L- PAN + 9 X G) — (vo + 0 + pp) W(t), 
Yu(t+1) = Yul) + aaX,0) - (y +v tO + pg) Vy), 
Yy( D) = YuG) IY lt) - (Y + v: +0 + MY), 
Vile +1 = Vault) *(1-a)aX (2) tv Ya G) - Y 0, * gi) Vn GO. 
Volt +1) = Yp) + wY,G) + Vig lt) - O + + eV, GO), 
Ailt +1) = A E) + bY¥ in (1) + BYV a (t) Cry +O Ft ASE), 
Z(t +1) = ZG) + (1> b)YYu OG) + 0 - 2) V1, CE) 一 At 
— (0 + w+ pe Z(t), (6.2.22) 
其 中 
SO) + AG» 
DE KAD € YO € AG) 


a= fe 


Y= ro. voy = EV). 
对 中 间 年 龄 组 的 模型 为 : ' 
X,G +1) = X; (t) 95 o Xi o) + wy WiC) ~ aX, (1) 
= (vi +0; + gu)X.G). 
W, (t +1) = Wt) + 65.5, Wan) +X; G) 7 (vg + 8, + WCE), 
Yn lt +1) = Ya (t) + aaX, (2) + 86-9 Yon) 
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-(ytv 36, * p)YAG), 
YjG € D = Y,G) + YYa lA) + On Yon (rt) 
= Ày +v t0 +p )Y, (0), (6.2.23) 
VaG H1) = Valt) + = a)aX, (2) & v YC) + 955 Vo GO 
AY 1 * Vat), 
Vy 1) = VG) + Y4G) + Yig ot) + 65: Voss, lt) 
—(%+6 * gu )V,G), 
AG #1) = ACO + YY in OY gYVu (1) + On AG VG) 
"vs FO + wtp )AG), 
ZG*D-2ZG) *(Q-5)YY.G) + (4 -0)YV4G) t AQ) 
+ Oy Zug — (8, + w+ n)Z GO). 
对 最 后 一 个 年 龄 组 的 模型 为 : 
Walt +1) = Wyl) + oc o Xie (0) + Woc (0) 
= pa Woe (t), 
Vult +1) = Vya lt) + Oan (Yenc lt) + Viney (2)) 
— Qr + p) Vua GO. (6.2.24) 
Vu, #1) m Vas 1 bacao Yosef) + Voc (0) 
* Vasu o() 7 O + peas) Vs (t), 
Zw * D = Zu + YVus (1) + Dose CA oco Ct) 
Zip) — Go + pw ) Zu (t). 
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图 6.3 1983 — 1993 年 伦敦 大 都 市 及 周围 地 区 
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在 模型 (6,2,22) ~ (6.2.24) 中 ,可 以 根据 HIV 感染 者 体内 CD4 的 水 平 或 
其 它 特征 将 HIV 感染 者 分 成 了 mm 个 阶段 ,模型 (6,2,22) 一 (6,2,24) 很 复杂 , 理 
论 分 析 比 较 困 难 ,可 以 通过 计算 机 模拟 来 分 析 同 性 恋人 口中 HIV 的 传播 情况 
例如 ,在 20 世纪 80 年 代 和 90 年 代 初期 ,伦敦 大 都 市 及 周围 地 区 的 AIDS 主要 是 
在 同性 恋人 群 中 传播 的 ,收集 模型 (6,2,22) ~ (6.2.4) 中 所 需要 的 相关 数据 ， 
估计 模型 中 的 参数 ,可 以 对 该 地 区 AIDS 的 传播 情况 进行 预测 和 分 析 , 图 6,3 中 
给 出 了 1983 一 1993 年 该 地 区 AIDS 病 的 实际 统计 值 的 图 形 和 用 模型 
(6.2.22) 一 (6,2.24) 预 测 的 值 , 由 图 6.3 看 出 ,模型 预测 的 结果 是 相当 不 错 
的 [55 ， 
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有 具有 年 龄 结构 的 连续 传染 病 模型 研究 已 经 有 了 大 量 的 研究 结果 [5,%.371 ,与 
其 它 传染 病 模型 的 建 模 思想 类 似 ,也 是 把 人 口 分 为 易 感 者 ,患者 和 免疫 者 等 类 
型 ,给 出 这 几 类 人 口 之 间 相互 转化 的 关系 ,所 不 同 的 是 每 一 类 的 人 口 都 是 用 年 龄 
密度 分 布 函数 来 刻画 的 ,我 们 记 上 时 刻 年 龄 为 a 的 总 人 口 的 年 龄 密度 分 布 函数 


为 p (a ,t), 即 t 时 刻 年 龄 在 [a ,ay ] 区 间 内 的 人 naf” pla,t)da, 总 人 口 的 


年 龄 密度 分 布 函数 p(a ,t) 满足 6.1 节 中 的 方程 (6.1.10) 或 (6.1.15) .我 们 在 
这 一 节 中 主要 关心 的 是 疾病 的 传播 规律 ,所 以 我 们 总 假设 总 人 口 的 年 龄 密度 分 
布 函数 达到 了 其 稳定 状态 , 即 p (a ,t) = paola). 
将 总 人 口 分 为 易 感 者 ,患者 和 免疫 者 3 类 ,分别 记 t 时刻 这 3 类 人 口 的 年 龄 
密度 分 布 函数 为 sfa t) ilat) 和 rla ,t), 则 在 任何 时 刻 t ,总 有 
s(a,t) + i(a,t) + r(a,t) = pola). (6.3.1) 
在 具有 年 龄 结构 的 连续 传染 病 建 模 中 一 个 很 重要 的 问题 就 是 新 病人 产生 的 方 
式 ,这 涉及 到 传染 力 函数 的 确定 和 是 否 有 垂直 传染 ,传染 力 函数 的 一 个 一 般 形 式 


E] 
TE 


^ 
Ma,t) = [Basa iG eda’, 


其 中 k(a ,a ,t) 描述 上 时 刻 年 龄 为 @ 的 患者 感染 年 龄 为 a 的 易 感 者 的 情况 AR 
E X(a ,t) 形式 的 不 同 \ 是 否 有 垂直 传染 ,是 否 有 免疫 接种 可 以 把 模型 分 成 不 同 
的 类 型 进行 研究 ,下 面 就 介绍 几 个 基本 的 模型 ,研究 方法 和 结果 ， 


6.3.1. 疾病 仅 在 同年 龄 组 问 进行 传播 的 模型 
假设 一 种 疾病 仅 在 同一 年 龄 组 之 间 感 染 和 传播 , 取 k(a,a ,t) = Ma 一 
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a )k, (a) ,其 中 a(x) 为 Dirac 函数 ,由 此 得 到 的 传染 力 函数 Xa ,日 为 
ACa 1) = kola)i(a,t). (6.3.2) 
再 假设 所 研究 的 疾病 没有 免疫 ,此 时 r( a ,t) 二 0, 类 似 于 常 微分 方程 模型 建立 
的 方法 ,可 以 得 到 具有 年 龄 结构 的 仅 在 同年 龄 组 间 传播 的 SIS 传 染病 模型 为 
9s(a 0) V 050a st) 


=- u(a)s(a,t) —Ala,t)sla,t) + yla)ila,t), 


2a at 
ee AG Osba t — GG)  YGa iG D. 


BG GG, 0 + (1 = gila, da, (6.3.3) 


10,7) = f g(a) (at da, 


s(a,0) = sala), i(a,0) = isla). 
模型 中 的 p(a ) 和 Ma) 分 别 是 各 类 人 口 的 年 龄 别 死亡 率 和 出 生 率 ，y(a ) 是 病 
人 的 恢复 率 , 和 A 是 人 口 的 最 大 寿命 ,0<< GS LEHR g(a) Mig (a) 分 别 是 易 
感 者 和 患者 的 初始 年 龄 分 布 函 数 , 这 些 函数 满足 


(HI). gla) 在 [0,A) 连续 ,ye(a) > 0, lim [ladda 二 + oo. 定 义 x(a) 


= exp( -| woDdrj,r(A) -0, 则 x a) 是 [0,A] 上 的 单调 减 连续 函数 ,x 0) 


= 1,n(A)= 0. 
(H2) Bla) 是 非 负 连续 函数 , 当 a € (A, Az) MH Bla) >0,a SA, Ra 


GAB BG) = 0. BROS A, < A; <A, B[ BG) ado zd. 

(H3) kola) T Ya) 是 [0,A] 的 非 负 连续 函数 ， 

(H) g(a) 和 i, (a) 是 10,A] 的 非 负 连续 函数 满足 wm(a)+in(a) = 
Po (a), 


利用 总 人 口 数 不 变 和 (6,3, 中 X(a ,t) 的 表达 式 ,将 模型 化 为 关于 患者 年 
龄 分 布 密度 函数 i(a ,日 所 满足 的 方程 组 


SG D q Pilas 1) = [b Cap. Ca) 
- i(a.t)) - Gta) + yla))]ila,t), 
iQ. = a), BG Ga 10a. (6.3.4) 


i(a,0) = isla). 
当 假设 (HD ~ CH) 成 立时 ,(6.3.4) 的 解 在 + E10, + oo) E fr EE Un 
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下 面 我 们 重点 讨论 (6,3,4) 解 的 渐 近 性 态 ,利用 特征 线 法 可 以 求 得 (6,3,4) 的 
解 为 


(au = fita t), alt, (6.3.5) 
id I5 0, act, UC 
其 中 
iola» oem 人 ala ~1 adde) 
ni{a,t) = — 
Le ista = Df bala = t + oes] ala =£ + odda jdr 
i.t ~ jorp (J ata)de 
(ut) = - (. ) 


1+ i(0,¢ of oni atoza Jae" 


ala) =- plo) — YCo) + kolo) p. Ca). 
(6.3.4) 8 WRIA (6.3.5 SH, Aq = 0 时 1(0,t) — 0, RABE 
染 时 i(a t) = OMe AM WA i(a t) = 0, 即 疾病 肯定 消失 ， 
SEE EHI RE ,我 们 令 ut) 10,0. 5 UR 2A RE wl) AERDEN 
Bla)ult ~ a exp "al o)de 
u(t) = 小 小 - } -—da. (6.3.6) 
1+ ut 一 of kel c)enp{ | alodo Jac 
模型 (6 .3,3) 平衡 解 的 存在 及 稳定 性 与 (6 ,3 6) 平衡 解 的 存在 及 惟一 性 等 


A " 
Ry = 小 Rae (| «(042 )da. 
4 (6.3.6) Put) 为 常量 ,容易 得 出 方程 (6.3.6) SR, < 1 时 只 有 平衡 解 由 
=0 ,而 当 R, > 1 时 ,(6.3.6) 还 有 一 个 惟一 的 正平 衡 解 >0, 再 将 (6.3,6) 的 
平衡 解 a^ 或 u REE (6.3.3) 中 可 以 得 到 该 模型 的 无 病 平衡 解 和 地 方 病 平衡 
解 ,其 稳定 性 态 如 下 ， 
定理 6.3,1%: AR, <1, (6.3.3) 只 有 无 病 平衡 解 ,g(a,t) = 
Po (a )i^ (a t) = 0, 它 是 全 局 渐 近 稳定 的 ; 当 R。> 1 时 ,(6,3,3) 的 无 病 平衡 
ETRE, 它 有 地 方 病 平衡 解 s (at) = p Ca) — i (a)i (a) = 
w^ exs( f elo)de) 
out - ,该 地 方 病 平衡 解 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 
L+ w [i kaloro | alodo Jae 
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6.3.2. 疾病 在 不 同年 龄 组 问 传播 的 模型 


楼 下 来 我 们 考虑 疾病 在 各 个 年 龄 组 之 间 的 传播 情况 ,此 时 我 们 假设 没有 一 
直 传染 ,q = 0. 且 k(a ve’) = by Ca Yh Ca”) B 
Mast) = ail bla Vila’ dat. (6.3.7) 
我 们 要 求 by (a) 和 k (a) 0, A] 上 的 非 负 和 连续 函数 ,利用 总 人 口 不 变 和 由 
(6.3.7) 给 出 的 Ma ,t) 的 表达 式 ,可 以 得 出 在 各 个 年 龄 组 之 间 传播 的 SIS MUR 
关于 ifa ,t) 的 方程 为 


laad y D (pa) + ra)ilast) 
e (pla) = lad G[ bs GO iG! Ode’ 


i(0,2) = 0, (6.3.8) 
i{a.0) = ila). 
再 利用 变换 ule ,t) = i(a ,t)/p (a) 96.3.8) 4A 


Tulast) | 9C D. =- PFCeta iD))， 


Ja Jt 
v(0,1) = 0, 
v(a,0) = la) pala), (6.3.9) 


F(u(a,1)) =- YCa)u(a.t) 


+A- vla, DDR GO, kala pa Ca Ya do. 


模型 (6 3.9 解 的 惟一 性 ,平衡 解 的 存在 性 , 渐 近 性 态 及 数 信 方 法 在 文献 59， 
60] 中 进行 了 全 面 的 研究 ,所 用 的 方法 十 分 典型 ,是 将 模型 (5.3. 见 转化 为 一 个 
Sh ,再 讨论 其 解 的 存在 惟 一 性 及 渐 近 性 态 ,我 们 在 此 用 类 似 的 思想 对 
这 一 具体 系统 进行 讨论 ， 
1835 (6.3.9) 的 特征 线 积分 ,可 以 得 出 oa ,日 满足 的 积分 方程 为 
jota a+ [Flot -rt r)dr, ami 


vlast) = | (6.3.10) 


[roca + ede, a<t. 


先 建立 (5.3, 昂 解 的 比较 原理 , 记 
K = {fla.e) | flat) 8 ,/(0,0) = 06,0 fla S1), 


A 
godt max y(a) + nox (af h(a’) pola’ )da’. 
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则 有 下 面 的 定理 和 比较 原理 ， 
3E36,3,207 有 常数 4.0 < <1, 使 得 对 任意 名 (a,t), (a D eK, 


ala X Ca t) VA 
vilat) + FG (Ca t) SC vy (a D + gFOo (G0), 
H w(a,t) * "FCu(a t € K.i —- 1,2. 
证 明 R gate WS yla t) ve Ca ORT 
vi(a 2) + gFGo (a0) 
= w(a.t) — 9Y(laYw (at) 


fq m vlast) kila) haa’) pe Ca oia da 
< ola, t) — qr(a) 


qm vila De GO[ kla pula vla sda’ 
= Wo) kala pala oala’, de 

+ tai) (I= ma) = ws GO kala pa Ga s Ca da) 
< pila) sa ps (a Jula de 


+ vlad) (1 - Wa) - ps Go kala p Ca Vorla sedda) 


= vi(a,t) + F(o;(a,.1)). 
取 wlat) 20,H] wla.t)+ FCm(a.t)) -0 C KR u(a t) — 1,20 
ta t) * CEU S (a 00 = L— (LOTES ulat) yla. 0 € 
K GEOS q(a t) t rECuCo eSB ya t) t FCu(a D) EK i= 
1.2. 

5E38 6,330. W yla t) WI e (a t) SHEA (6.3.9) 满足 条 件 
8 (8,0) = yla) v(a,0) = wu (a) IRE EF wo (a), uo (a) CK, WY 
有 (1) ulat) CK.i = 1,2:(2) ua t) (a t),t2:0;(3) 0 < E< 
1 时 (6,3,9) 满 足 Ka ,0) = Gu, (a) 的 解 wa ,t) 必 满足 Eu (a E) SC v(a t). 

证 明 (6.3.9 中 的 第 一 个 方程 等 价 于 


elast) Vua.) -- ao) t Lolasi) + gFCG 0). 


di (6.3.9) 解 满足 积分 方程 (6,3,10) 等 价 于 da t) 满足 下 面 的 积分 方程 ， 
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exp" Junta D+ ajo) 
* Co(a — t c, c) t+ lula - £t * c, r)) dr, az, 
lf r-a 
sm) 
“(vlrt -a4 c) + gF(v(c.t - a * c))dre, ar. 
(6.3.11) 


v(a,t) = 


1838182) 75 2 (6 3.11) E 的 选 代 序 列 如 下 ， 


v'(a,t) = vala), 


7 
* Qo? (a — t cc) t gF(Co (a -t+ c c) dr, a St, 
o la,t) = shew Est) ee —a*c) 
+ Fu (e t -a +r)))dr, act. 
当 (at) CK BI, BEM (6.3.2) 知 
v" (a, t) + FO (4,0) € K. 
Sa ee, é (a, t) 20,8 


ow" (a,t) zog [- ze -t)+ zheel rat Jae 


a" a,t) = exp( 一 TG 一 二 ) 十 让 ee 人 — z) 


7 
- exp(- $ jan +1 -ew|- )< 1, 


Sa C ET, dO (a t) 20,8 


工 
7 


v (a, xl -on(- 2) <1, 

所 以 , BOS yla) <1, GA MPa c) m ER D (at) 20, 故 
J") (at) EK, 

由 于 F( v) NERAASW EC) 关于 变量 "是 Lipschitz 连 续 的 ,利用 类 似 
于 常 微分 方程 解 的 存在 惟一 性 证 明 过 程 中 的 方法 可 以 得 到 子 数 序列 (a Lt) 
EK 中 一 致 收敛 到 积分 方程 (6.3.1D 的 解 函 数 Ka ,t) ,结论 (1) 得 证 ,利用 定理 
6,3.2 81 yy (a) uy (a) TUER MER BRS a f(a t) d? (a,t), 
对 此 不 等 式 两 边 取 极 限 即 可 得 到 (ae ,日 和 e (a t) Ene ( 成 立 ， 

当 0 < <1, BFC vla ,t)) 的 定义 得 

F(&(a,t)) 


=- Yla )gvla,t) + (1 ~ ea DR GO[ kala) ps Ca) fva ida 
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= Fola, t) + (1 -Eula Ds Gf, kala) pe Co Eola’ st)da’ 


= &(v(a,t)), 
BARU Ewa ,t) 十 PC Eula, t))S X lat) + PC ola 0) BARRE 
和 逐步 比较 可 以 得 出 对 应 的 解 满足 Co (a0) < at .定理 3.3.3 证 毕 ， 

接 下 来 讨论 (6.3.9) 与 时 间 无 关 的 平衡 解 的 存在 性 .显然 dat) 08 
(6.3.9) 的 解 ,我 们 称 它 为 无 病 平衡 解 ,(6.3, 骨 的 正平 衡 解 dat) = I 
为 地 方 病 平 街 解 ,将 wa 0 = d) PU (6.3.9 的 第 一 个 式 子 中 得 到 da) 满 
足 的 方程 为 

dete) 2. y(a)o(a) + — v (2s (4)V, 


REV = [esta pa Co) o(ada*. 由 (6.3.9) 的 第 三 式 得 《0) = 0. 对 这 个 
RF La) 的 常 微 分 方程 求解 得 
vla) = feervew(- [Go + ki (2) Vdr )às. (6.3.12) 
再 将 (a) 代入 VV 的 表达 式 中 得 到 VV 所 满足 的 方程 为 
ca dp cf i Govew| - [Gro + ki G) V)dr jdrda” =1. 


(6.3.13) 
定义 
Rr = festa ps Of, e Ge (- f Olode )axda'. 

R, 就 可 DAE HA (6,3. 9) 38 Z ESE OME ,也 是 无 病 平衡 
解 和 地 方 病 平衡 解 稳定 的 阔 值 ， 

定理 6,3,4” BR, <1 则 (6.3, 风 的 无 病 平衡 解 是 全 局 渐 近 稳定 的 ; 若 
R, > 1, 则 (6 ,3,9 的 无 病 平衡 解 是 不 稳定 的 ,(6.3. 男 有 惟一 的 地 方 病 平 衡 解 ， 
且 它 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 

证 明 ”由 于 我 们 所 研究 问题 的 背景 ,我 们 仅 考 虚 (6,3,9 初 值 满足 0 ez 
wa ,有 过 1 的 解 的 渐 近 性 态 , 且 要 求 Ka 0) 在 (0,A) 内 大 于 零 ,定理 6.3.4 中 
的 全 局 稳定 性 就 是 针对 初始 值 满足 这 些 条 件 的 解 给 出 的 ， 

由 前 面 的 分 析 看 出 ,(6.3, 匈 是 否 有 正平 衡 解 等 价 于 (6.3,13) 是 否 有 正 根 ， 
由 于 (6.3,13) 的 左 端 关于 V Um AS Y 趋 于 正 无 穷 大 时 趋 于 零 WAR, 
<1 (6.3.13) 无 正 实 根 , 当 R > IT 时 ,(6.3,13) 有 惟一 的 正 实 根 , 即 (5.3, 见 
4R, < 1 时 无 正平 衡 解 , 当 R。> 1 时 有 惟一 的 正平 衡 解 ， 

4R, <1 时 ,为 了 研究 (6.3. 昂 无 病 平衡 解 的 全 局 稳定 性 ,利用 特征 线 法 得 
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$1(6.3.9) 解 的 另 一 种 表达 式 
v(a.t) = vla 一 terp- [ata -t+ rod) 


A 
o 


+ [eta -t+ 2 h(a’) p (a ) v(a',c)da* 
vex (7 f'ola -+ 8,8)d0 Ja. amt (6.3.14) 
。 ^ 
wast) = [t COf (a Bo (a (a^ t a + edat 
sex -re -a+ 9)46 Jac, act 
EP oly) = y(r) + & GO [ bala’ pola ola’ oda 记 w(t) = 


[Pee pala Jula, det , 则 当 t > A 时 ule LO) 的 表达 式 就 是 (6,3,14) 的 
后 一 部 分 , 且 它 可 以 表示 为 
v(a,t) = MAGEE a+r) 


op OD + (Molt a + d)an ar 


(6.3.15) 
当 t > A 时 , w(t) 所 满足 的 方程 为 


wlt) = Fito. taf kuGOott 一 ae +r) 


: ex[- f (c + ky (Bolt — a + 6))0 )deda’, >a. 
(6.3.16) 
对 BAB a> Like, = max w(t), Ly = maxtor sw) WR, <1P, 
(6.3.16) 7% 


pA a 
ot x kala dpa aJ ky (r)w(t -a + r) 


. exo - f 1(8)d8 cda" 
<R wt). 
MA SALL DAB oU) Ro, max Gr) ,于 是 得 到 a) 
X R, maxlo, oo. 又 因为 R < 1,85 <b, = paa P X aa É 
调 减 , 且 a < Rs a, ERIE ME Dim ws = 0, t > ABT ula i) 的 表达 式 
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(6.3.15) 得 到 ,lim uv(a,t) = 0, 再 从 ofa t) 的 表达 式 (6.3.14) 得 出 模型 
(6.3.9) 的 无 病 平衡 解 是 稳定 的 ,这 样 就 证 明了 (6,3,9) 的 无 病 平 衡 解 当 R <1 
时 是 全 局 稳定 的 ， 

当 R > LAL, (6.3.9) 的 惟一 地 方 病 平衡 解 由 (6.3,12) 98 01 0 (6,3, 9) 的 
任 一 满足 当 0 所 a KAM ua 0) 2058. vla, t), B(6.3.14) 7 w(t) 的 表达 
A LEMS O< tS AM, oft) >0, 再 由 (6,3,15) 可 以 推出 当 0 < a <A 
时 , uv(a A) > 和 ,重复 这 一 过 程 可 以 推出 当 0<t 扫 3A 时 ,ww(b 20,10 v = 


min okt),w”= max w(t), 于 是 有 
ARIA ASIA 


v 242 [i COstesp[- (vt) + o ki c6 Jas. (6.3.17) 
o . 


LE: (6.3.17) 和 (6.3,12) 的 形式 看 出 ,可 以 找到 正 数 0 < €< 1, 使 得 (a 2A) 
I eu(a), 即 对 (6.3,9) 的 这 一 个 解 wa ,t) 有 
f(a) Sv(a,2A) <1. 
由 定理 6,3,3 知 ,对 (6,3,9)t = 0 时 初 值 为 Eula) MLA ula FI ya, 
t), 必 有 
vela,t) S v(a,t +2A)S vi(a,t). 

由 vla) & (6.3,9) 的 平衡 解 这 一 事实 得 Goa ) C (a OBL qa t) ER 
单调 增 函 数 ,又 由 于 ya t) X LUC y (a ,t) 是 t 的 单调 减 函 数 , 故 (a ,t) 和 
t Ca ,t) 对 应 的 oy (t) 和 w(t) 分 别 单调 增 和 单调 碱 , 改 都 有 极限 lim we (t) = 
dX lim a (t) = @ ,从 w(t) 所 满足 的 方程 (6,3,16) 看 出 ,此 方程 当 R,。 > 1 
时 仅 有 惟一 的 正常 数 解 , 故 ub = of = C 由 此 可 以 得 出 与 《a ,t) 对 应 的 
w(t) 也 趋 于 这 一 极限 ,lim w(t) = © ,再 利用 上 > A BE (6,3,9) 解 的 表达 式 
(6.3.15) 可 以 得 出 im v(a t) = v(a), Fl (6.3,9) 地 方 病 平 衡 解 是 全 局 吸引 
的 ,地 方 病 平衡 解 的 局 部 稳定 性 是 可 以 通过 线性 化 方法 得 到 的 ,所 以 (5.3. 昂 的 
地 方 病 平衡 解 是 全 局 渐 近 稳定 的 ,定理 6,3,4 证 毕 ， 

HAA 口 数 随时 间 变 化 或 模型 的 参数 随时 间 变 化 时 带 年 龄 结构 的 SIS 模 型 
的 研究 也 已 经 有 TRD H gusten, 
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接种 免疫 是 控制 疾病 传播 的 一 个 重要 手段 ,接种 传染 病 模 型 的 研究 已 经 有 
了 大 量 的 结果 ,但 大 部 分 都 是 假设 按 比例 进行 接种 41 , 即 各 年 龄 组 的 易 感 者 人 
口 均 按 一 定 的 比例 接种 ,这 对 流感 等 一 些 疾 病 的 防治 是 合适 的 ,我 们 先 讨论 按 比 
例 接种 的 问题 ,将 总 人 口 分 为 易 感 者 ,患者 和 免疫 者 三 类 ,分 别 记 各 类 人 口 的 年 
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龄 密度 分 布 函数 为 s(a ,t)vi(a ,t) 和 r(a ,t), 假 设 总 人 口 的 年 龄 密度 分 布 函 
数 达 到 了 稳定 状态 , 即 
sfait)+ifait)+rfait)= Pola). (6.3.18) 
再 假设 各 年 龄 组 的 易 感 者 是 按 相同 的 比例 进行 接种 而 获得 了 免疫 力 一 个 按 比 
例 对 各 年 龄 组 的 易 感 进行 接种 的 传染 病 模型 为 * ， 
ðs | as 


ts ACOs + yi — ks + Or, 

3i di . 

A5 = AG) — Ga) + Yi, 

2r L js (pla) +0) 

Ja tag 5c (ela) + Or, (6.3.19) 


$0.0) = f Rapu ladda, iQ, = 0, 70,0 = 0, 

s(a,0) = sila), i(4,0) = ipla), r(a,0) = rola), 

iQ) = af iCa da. 

其 中 kk 是 楼 种 率 ， E Sol MERR ,文献 65] 中 对 模型 (6.3,19 的 平衡 解 的 
存在 性 ,稳定 性 进行 了 详细 的 讨论 ,得 到 了 地 方 病 存在 和 惟一 的 条 件 以 及 无 病 平 
衡 解 和 正平 衡 解 稳定 的 充分 条 件 ， 

接 比 例 楼 种 的 模型 在 描述 仅 对 一 年 龄 区 间 上 的 易 感 者 进行 楼 种 时 存在 一 定 
HRE ,我 们 需要 对 其 进行 改进 ,假设 在 某 时 刻 对 年 龄 为 A 的 易 感 者 进行 接 
种 ,而 且 此 疾病 不 在 年 龄 小 于 A 的 人 口中 传播 , 即 在 接种 年 龄 A 前 没有 患者 ， 
于 是 可 以 得 到 易 感 者 sla t) BE i(a ,t) 和 免疫 者 ra ,t) 所 满足 的 关系 为 

s(a,t) = pula), i(a,t)=0, r(a,t)=0, O<a<Ah, 


3S 4 38 --p(sDs A + adi, Ap <a<A, 
9:421 — ala,t)s- (ula) + Y(a)i Ay Xa«A 
Ja 53; 7 A605 pla yla))i, o ? 
9r Or __ ata) Ap<a<A 2 
A taro anre (Xa : (6.3.20) 


s(Ap,t) = 0 7 SCA, D. 

i(A,.t) = i(Ag.t) = 0, 

r(Ay,t) = BCA, 0), 

s(a,0) = sola), i(a,0) = iola), r(a,0) = 0, 


" 
Mast) = ea] Ha’ dat. 
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在 模型 (6,3,20) 中 ,我 们 仍然 假设 总 人 口 的 年 龄 密度 分 布 函数 达到 了 稳定 值 , 
Bl slat) ^ i(a,t) ^ r(a,t) =Pp(a), 模 型 (6.3.20) 中 所 有 参数 , 初 值 的 要 
求 同 前 ,接种 率 BEDER OL BS 1,k(a) JE Osca CALE ME A 
BER 
首先 讨论 模型 (6.3.20) 与 时 间 t 无 关 的 平衡 解 的 存在 性 , 显然 ,模型 
(6.3.20) 有 无 病 平 衡 解 
s(a,t) = pola), ila,t) = 0, r(a,t) = 0, 0<a< Ap 
s(a,t) = (1 - P)pola), i(a,t) = 0, rla,t) 
= Bp.(a), Ao X a € A. (6.3.21) 
为 了 得 到 地 方 病 平衡 解 ,将 s(a,t) = (a) i(a t) = i(a) Tl (at) — r(a) 
代入 (6.3.20) 中 ,从 r(a ,日 所 满足 的 方程 解 出 : 
r(a) = 0, O<a<Ay, 
rla) = Bp«(a). Ay X ax A. 
H (6.3.22) 及 总 人 口 的 年 龄 分 布 函数 满足 有 关系 (6.3.18) P (6.3.20) PH 
于 i(a ,t) 所 满足 的 方程 得 i(a) 所 满足 的 方程 为 


diG gla) + yCa)i(a) + hla) Pala) — ia) ~ r(a))V, 


(6.3.22) 


V =f adda, Ay a « A. (6.3.23) 
31 (6.3.23) KBE 35 A, <a < Aila) 的 表达 式 为 
iG) = v[ Op COO - 8) 


+ exp( - [ Git) + 7(8) + ECO) V)d6 ác. (6.3.24) 
FH (6.3.24) RA (6.3.23) P V 的 表达 式 得 VV 所 满足 的 方程 为 
a - f F epele- [G0 + 700) + k(O) V)d8 )deda = 1. 


(6.3.25) 
显然 看 出 , (6 .3.25) 的 左 端 关于 V 是 单调 减 函数 ,定义 


R = -Pf Op erp( -J G60) + y (0) 40 acda. 
Ry BEAT DAE Sash BLUE SE MOULE EROR I A UNE, E UT RR 


6.3.4 的 方法 ,可 以 得 到 下 面 的 结论 , 
定理 6,3,5%] AR, < 工时 模型 (6 .3,20) 仅 有 无 病 平衡 解 , 它 是 全 局 渐 近 


稳定 的 ,而 当 R > 1 时 ,(6,3,20) 还 有 地 方 病 平衡 解 , 且 无 病 平衡 解 是 不 稳定 
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的 ,地 方 病 平衡 解 是 全 局 浙 近 稳定 的 ， 

当然 ,还 可 以 考虑 在 楼 种 前 就 有 被 感染 的 患者 的 情况 ,也 可 以 考虑 多 次 
楼 种 , 即 在 几 个 年 龄 点 上 对 易 感 者 进行 楼 种 的 情况 ,也 可 以 讨论 楼 种 的 最 优 
策略 等 ko ， 


6.3.4 ”一 个 考虑 从 母体 获得 短暂 免疫 力 的 麻疹 病 接 种 模型 


在 这 一 节 的 最 后 ,我 们 讨论 一 个 具有 年 龄 结构 的 麻疹 病 的 接种 模型 ,该 病 的 
患者 治愈 后 可 以 获得 永久 性 免疫 力 ,时 儿 也 可 以 从 母体 获得 一 个 短期 的 免疫 力 ， 
现在 不 同 的 国家 或 地 区 对 麻疹 病 的 接种 方式 有 所 不 同 ,一般 是 进行 两 次 接种 ,在 
1 岁 左右 进行 第 一 次 接种 ,而 第 二 次 接种 有 些 国 家 在 1,5 一 5 岁 间 进 行 , 有 些 国 
家 在 10 一 16 岁 之 间 进 行 第 二 次 接种 ,每 次 接种 都 有 一 些 比例 的 人 接种 不 成 功 ， 
且 接种 成 功 的 人 也 会 逐 半 丧失 免疫 力 可 能 被 感染 , 

根据 麻疹 病 传播 和 接种 免疫 的 关系 ,我 们 将 总 人 口 分 为 6 类 ,由 母体 获得 短 
期 免疫 力 的 既 儿 类 M , 由 母体 获得 的 免疫 力 丧 失 后 的 So 类 ,被 感染 得 病 的 患者 
类 工 ,患者 经 治疗 恢复 而 获得 的 永久 免疫 力 类 R ,以 及 接种 不 成 功 的 或 者 接种 后 
RRABANS 类 ,在 MR 和 VV 类 中 的 人 口 因为 具有 免疫 力 而 不 会 被 感染 ， 
在 8, 和 8, 内 中 的 人 口才 会 被 感染 得 病 ,这 6 类 人 口 之 间 相互 转换 的 关系 如 


6,4 所 示 ， 


出 生 M (ay 
OLS 
y 预防 接种 
未 成 功 的 预防 接种 
SERA 3 ia) Har 


ev 


图 5.4 5 类 人 员 之 间 的 关系 示意 图 


记 这 6 类 人 员 的 年 龄 密度 函数 分 别 为 me tm (a Osa lath ilat) 
v(a 1) 和 (as) ,根据 图 6.4 可 以 建立 这 6 类 人 的 密度 函数 所 满足 的 数学 模型 ， 


mas + OmG D =- (a+ p(a))m(a t), 
PD Plo) sna ye) - QD + pss. 


25 (2,0) | 95 (2,0 


E? ar = 9v(a,1) — (A(a.£) + pla))si(a,t), (6.3.26) 
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Fiat) y HO) 5 16 Gu) es (2,0) - (7 + ala Dilat), 
Prlast) 4 rD = vita ci) - pladr(ast)s 
Pelat) p IG) —— (94 pa) vest), 


其 中 apla), YI 8 分 别 是 母体 获得 的 免疫 力 的 丧失 率 ROS .患者 的 恢复 率 
和 接种 免疫 的 丧失 率 , Ma ,日 是 传染 力 函数 ， 


^ 
A(a,t) = [ eai dut, 


EP k(a a) EFRA a 的 患者 对 年 龄 为 a 的 易 感 者 的 感染 率 ， 
18 83 (6.3.26) 是 在 非 接种 年 龄 区 间 内 6 类 人 口 的 年 龄 密度 分 布 函数 所 满足 
的 方程 组 ,在 楼 种 的 年 龄 点 上 , 易 感 者 和 患者 及 涉及 到 人 口 的 年 龄 密度 分 布 函数 
应 该 有 些 突变 , 即 需要 一 组 在 接种 年 龄 点 上 的 跳跃 性 条 件 , 设 在 年 龄 a = A, 和 
a = A; 处 接种 的 比例 分 别 为 a 和 6 ,不 成 功 的 楼 种 所 占 的 比例 为 f , 则 在 接种 
年 龄 点 的 跳跃 性 条 件 为 
so(Ay st) = (1 — ei)s Ait), 
5 (A2 = (AL D rof C Art), 
v(A,,0 = 7 DastA t), (6.3.27) 
so (À5, 0) = (0 — es (Aj, 0), 
5(A,,0 = (1- 60-7 f))silAz t) + cr fou ( Ai, D. 
v(À;,t) = w(A;, 0.) + (1- De (so(Az ot) + ss CAz 0). 
由 (5.3.26) 和 (6.3.27) 组 成 的 模型 理论 分 析 相 当 困 难 ,我 们 可 以 借助 于 数 
值 模拟 来 探讨 接种 的 最 优 策略 ,我 们 的 重点 是 讨论 第 二 次 接种 的 最 优 年 龄 点 , 选 
取 一 些 参数 对 此 问题 进行 模拟 判断 .考虑 一 个 有 100 万 人 口 的 社区 ,并 假设 总 人 
口 达到 了 稳定 状态 ,人 口 的 寿命 为 75 岁 , 取 
Ba) =0，a <75, Pa) =+ 0,  aZ75 
初始 人 口 分 布 为 
m(0,t) = 10 75, & (0,1) = 8(0,t) = i(0,1) = 1(0,t) = v(0,1) =9. 
FAS 的 平均 患 病 期 为 1 周 ,我 们 取 y = 1/52, ILM SEU HR MER AAR 
为 3 个 月 , 取 a= 1M, IRR CHAT 70]. 中 给 出 的 一 些 分 析 和 统计 数据 , 取 f = 
0.03,8=0.005. 将 人 口 分 为 0 一 5,5 一 9,10 ~ 14,15 ~ 19,20 一 75 几 个 年 龄 
段 , 在 这 5 个 年 龄 段 上 的 传染 力 函 数 X(a ,t) 分 别 为 
n=0.184, x = 0,579, x — 0.202, x = 0.100, % = 0.100. 
假设 第 一 次 接种 是 在 工 岁 时 进行 ,第 二 次 楼 种 是 在 年 龄 AL 进行 ,这 几 类 人 
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口 已 经 达到 了 各 自 的 平衡 状态 ,其 平衡 状态 所 满足 的 常 微分 方程 组 为 


dala? = ama), 
dala? = amla) ~ A(a)so(a), 
d = gula) - AG s la), 


dite) = AG) GG) + sila)) = yila), 


ata) = yila), (6.3.28) 
dula) _ 
da =- O(a), 


so(D = (1 — ci)soll ), 

si (1) = 5,1") + cof). 

v(1) = (1 - fiers), 

soCA;) = (1 = ess CA? ). 

5A) = (17 60 — 5A) + ofs Az), 
v(A;) = «(A;) + (1 - De Gs (Az) + 8 CA:)). 


400 
350 


300 


ape 
9 10 20 30 40 50 o 7 


图 5.5 A, 二 7 时 各 年 龄 组 麻疹 病人 的 密度 分 布 函 数 
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将 前 面 的 参数 和 初始 值 代入 (6.3. 罗 ) 中 ,根据 传染 力 函数 aa ,t) 随 年 龄 区 间 
的 不 同 将 [9,75] 区 间 化 为 5 个 区 间 ,再 取 第 一 次 的 楼 种 年 龄 为 。= 1 岁 ,第 二 次 
的 楼 种 年 龄 分 别 为 A，= 2,3,… ,2 ,两 次 楼 种 的 楼 种 率 都 是 0.8 ,利用 计算 机 求 
得 (6.3.28) 的 煞 信 解 ,并 根据 |，;(a jda 的 大 小 就 可 确定 最 佳 的 接种 年 龄 , 例 


如 ,文献 [ 70] 中 给 出 的 最 佳 楼 种 年 龄 为 5, 当 A，= 7 时 各 年 龄 组 麻疹 患者 的 密 
度 分 布 函 数 如 图 6,5 所 示 


$6.4 上 有 具有 年 龄 和 病程 结构 的 传染 病 模型 


具有 年 龄 结构 的 传染 病 模型 比 无 年 龄 结构 的 传染 病 模型 更 加 实际 ,它们 在 
研究 与 年 龄 区 间 有 关 的 疾病 的 传播 中 起 到 了 非常 重要 的 作用 W731 ,但 随 着 人 们 
对 研究 的 深入 ,特别 是 对 病 期 长 且 在 不 同 的 患 病 期 间 有 不 同 的 传染 力 和 治愈 率 
的 疾病 传播 规律 的 描述 与 研究 中 ,很 自然 在 需要 将 患者 按 不 同 的 病程 进行 分 类 , 
这 就 需要 建立 有 年 龄 和 病程 结构 的 传染 病 模型 ,这 一 方面 的 模型 与 研究 工作 相 
对 较 少 ,Hoppensteedt 于 1974 年 提出 了 一 个 具有 年 龄 和 病程 结构 的 传染 病 模 
IUS | Dietz 和 Schenzle 对 一 个 具有 年 龄 和 病程 结构 的 传染 病 模型 给 出 了 再 生 数 
的 计算 公式 D9 , Hyman 等 人 在 研究 HIV /AIDS 病 传播 时 也 建立 了 具有 病程 结构 
的 模型 ,并 分 析 了 疾病 传播 的 阔 值 ,这 一 节 我 们 建立 和 研究 具有 年 龄 结构 的 传染 


6.4.1. 模型 的 建立 及 解 的 存在 惟一 性 


仍然 假设 总 人 口 已 经 达到 了 稳定 的 年 龄 分 布 ,p(a ,t) = pe (a) , 记 时 间 为 
,年 龄 为 a ,病程 为 c,s(tia) 是 上 时 刻 某 地 区 易 感 者 的 年 龄 密度 分 布 函数 ， 
i(a ,cit) 为 上 上 时刻 年 龄 为 a ,病程 为 e 的 患者 的 年 龄 病程 密度 分 布 函数 LR ET 


刻 该 地 区 年 龄 在 [al ,az] 区 则 的 易 感 者 人 数 为 六 sla,t)da,t 时 刻 年 龄 在 [ai , 
az ] REL o eS ] 区 间 内 患者 人 数 为 | | i(a,c,t)deda,e 时 刻 该 地 区 的 易 


感 者 总 数 为 S(1) = fsla, da ,加 者 总 数 为 1(1) = f eitases dedo Bi 


所 讨论 的 疾病 没有 垂直 传染 , 则 一 个 病人 的 病程 必然 小 于 他 的 生理 年 龄 , 即 当 e 
Balt ila ct) =0. 类 似 于 具有 年 龄 结构 的 SIS 模 型 ,具有 年 龄 和 病程 的 SI 


§6.4 ”具有 年 龄 和 病程 结构 的 传染 病 模型 UNS 


传染 病 模型 为 
z m =~ plads — g(a.t)s + fla,t), 
3i Ji ai 


Ja te + a; c ei Wadi, 

5(0.2) an * Bla) pa (a )da , (6.4.1) 

i(a,0,t) = s(a,t)g(a,t), 

s(a,0) = sola), s({A,t) =0, 

i(a,c,0) = io(a,c)， i(A,c,t) = 0, 

i(a,a,t) = 0, 
其 中 pla ) 是 人 口 的 死亡 率 ,满足 $6.1 044 AQ. Ma) 是 人 口 的 生育 率 ,满足 
56.1 的 条 件 Af (a ,t) 是 患者 的 治 意 率 Lg (a ,t) 是 传染 力 函数 ， 


Kaa) =f raditascstde, 


gla,t) = pi ACa , a ,c) Ca! , c, t)deda , 
" 
Ha) 是 年 龄 为 a JACI e BORA HAMS , re) 是 非 负 连续 函数 ,X(a ,a ,c) 
是 年 龄 为 a 病程 为 c 的 患者 对 年 龄 为 。 的 易 感 者 的 感染 率 , MXa La! o) WER 
ASE BM, 由 总 人 口 达到 稳定 年 龄 分 布 的 条 件 得 
slat) + [^ Ga se Ode = pala). (6.4.2) 
在 上 面 提 到 的 条 件 成 立时 ,利用 特征 线 法 求 得 (5.4.1) 的 解 为 
人 tX, 
i(a,c,t) = 

Gla - e,t - c)NCaMN(a - c), t», 

其 中 N(a) = exp- Fito + rdr), 


(6.4.3) 


Gta.) = (pola) - [itae one fA P alaa eile’ se,t)deda’. 


FURIFE (6.4.3) PH ila, ct) RA Gla 0) 的 表达 式 中 得 到 G(a ,t) 满足 的 方 
程 为 
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[oo-fce Rd ewe] 


(a^ 


. [f ate eat esto ID deda’ 


+ [fae oot -ee I4 deda’ 


ef Palace ci te D dde]. Se 


[wo -ce -ee naa] 


Gla,t) = (rs » 
. UE Masa’ e) GG — sc 7 0) i deda’ 


+ [ataca dota’ = er - 0) a ded 


af fata, eita -e,t -0) Rdede ]. a€txA, 


[r-to -F Gla -ce sc e] 


UNECO ero) Rea dede, t£» A. 


(6.4.4) 
对 Gla ,t) 所 满足 的 积分 方程 (6.4.4), 在 i(a ,c,t) 的 初始 值 mn(a ,c) 非 


负 连 续 且 满足 连续 性 条 件 
(tala) - Frin(a,ede)f"(" alasa’ sedinla’,e)deda’ = isla ,0) 


(6.4.5) 
时 ,利用 压缩 映 象 原理 可 以 证 明 模型 (6 ,4.D 的 解 在 t 之 0 存在 惟一 ， 


6.4.2 ”模型 解 的 渐 近 性 态 


对 具有 年 龄 和 病程 结构 的 SIS 模 型 的 研究 有 很 大 的 难度 ,我 们 对 传染 率 函 
数 X(a ,a Lc) 的 一 些 特殊 情况 给 出 理论 分 析 结 果 ,假设 传染 率 是 易 感 者 年 龄 的 
函数 与 患者 年 龄 函数 之 积 , 即 2(a ,a ce) = Alaala) K P ala) 和 
X (a^ ) 是非 负 连续 函数 , 且 当 a ,a  € (0,A) ET (4) 20, yla) 20 JIEBT, 


对 病程 进行 积分 ,引入 函数 ja 1) = fita ie de sta = feista ene, 
Jl j (a ,t) 满足 的 方程 为 


21.23 =~ (uta) + lad) + (Pala) - a2) 


ALGO As (aD G s dat, 
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i,t) - 0, (6.4.6) 

j(a,0) = jo (a). 

函数 j (a ,t) 是 t 时 刻 年 龄 为 8 的 各 个 病程 的 患者 的 人 数 的 年 龄 密度 分 布 函 
数 , 所 以 , 当 j(a ,t) 趋 于 某 一 稳定 分 布 时 ,我们 就 可 以 了 解 各 年 龄 组 患者 的 情 
Wh. 我 们 就 讨论 模型 (6.4.6) 解 的 性 态 , 再 引入 比率 函数 uat) = 
j (a t)Po (a), (a) = jo Ca Po Ca ) EE (6,4,6) AU A 


oe + P =- yla)u + (1- WA GO pala Jula tda", 
u(0,:) = 0, (6.4.7) 


u(a,0) = ugla). 
与 前 一 节 中 对 模型 (6.3,9) 的 研究 类 似 ,我 们 求 出 (6.4.D 解 的 积分 表达 式 ,再 
建立 其 解 的 比较 原理 ,定义 其 再 生 数 
R = Fisco cof s Coeso[ - [c6 )acda. 

美 似 于 前 一 节 中 对 具有 年 龄 结构 的 SIS 模 型 的 研究 , a] ELI UT E E ES, 

定理 6.4.15 BR, « 1,008523 6.4.6) 没有 地 方 病 平衡 解 , 它 的 无 病 平 
衡 解 是 全 局 渐 近 稳定 的 ;而 当 R， > 1 时 模型 (6 .4.6) 的 无 病 平衡 解 是 不 稳定 的 ， 
此 时 (6,4.,6) 有 惟一 的 地 方 病 平衡 解 , 且 它 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 

接 下 来 考虑 X(a ,a ,c) = Xa”,c) 的 情况 ,这 时 利用 模型 (6 ,4, 1) 解 的 表达 式 
(6.4.3) ,再 交换 重 积分 中 的 积分 限 后 可 以 得 到 + > A 时 Gla ,t) 的 积分 方程 为 


Glast) = (pela) - Giest -a + o Me) 
-haa et-e) Nt) da de. (6.4.8) 
ATR (6.4.1) 的 平衡 解 ,我 们 只 需要 讨论 (66 ,4.,8) 的 平衡 解 即 可 ,(6,4,8) 与 
时 间 无 关 的 平衡 解 Ga (a) 满足 方程 


Gala) = (pala) - [reco Nee oz. 


Re oz = [at - 06.0.0 NSO 


Nea’ ryde de. 


对 上 式 两 边关 于 a 求 导 ,再 利用 pola) = pe (0)exp( -| g(r)dr) 和 


N(a) 的 定义 即 可 得 到 Go (a ) 满足 的 常 微分 方程 为 

G«(a) = GZ(-1- pla) - Y(a)G.(a) + GY(a) paola). 
求解 此 常 微分 方程 得 

Gala) = GZN(a)exp( - Gia) 
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(p.e + f Des Rope Dye), (6.4.9) 


16(6.4.9 再 代入 到 GL 的 表达 式 得 G2 所 满足 的 方程 为 
站 ceoenc- Gi(a’ —c))N(a’ - c) 


. (2-0 «f 7 rpe eR Ca) jardadc =1. (64.10) 


(6.4.10) 的 左 端 是 G2 的 单调 减 函 数 BAG 和 趋 于 正 无 穷 大 时 , 左 端 趋 于 零 , 
于 是 (6.4.1) 关于 GL 有 无 正解 就 完全 由 Gi = 0 时 左 端的 值 确定 , 由 于 


N TR Dar = pa (Of rcoen([ 7odejdr 


= as Oo (eo roroa) 1). 


利用 上 式 和 Na) 的 表达 式 N(a) = exp{ -| (Cr + Ue) de), 定义 
(6.4.1) 34 X(a ,a ,c) = Ma c) MEERA 
ACA 
Ri = | [Ata obe (a = 0 Etude. 
Ete GL =0F (6.4.10) 的 值 , 于 是 , 当 R > 181 (6.4.10) 就 有 惟一 的 正解 ， 
m R <1 (6.4.10 关于 GL 无 正解 ， 

(6.4.10) 的 任意 一 个 正解 ,我们 可 以 代入 到 (6.,4.,9 中 得 到 一 个 函数 
Gu (a ) , 它 就 是 积分 方程 (5.4, 妃 的 平衡 解 ,再 将 6.4.7) 的 这 个 平衡 解 再 代入 
到 (6.4 .1 解 的 表达 式 中 我 们 就 得 到 了 模型 (6 .4 ,了 ) 的 正平 衡 解 ,其 中 当 + = 0 
时 ,该 正平 衡 解 的 定义 为 

iola c) = Gola -ceN(a)MN(a - c). 
于 是 ,我 们 就 可 以 得 到 下 面 的 定理 ， 

定理 6,4.25 R Xa ia Lc) = Xa ec), 则 当 R <1 时 模型 (6.4.1) 的 
无 病 平衡 解 是 全 局 渐 近 稳定 的 ,而 当 Rs > 1 时 ,(6.4.1 的 无 病 平衡 解 是 不 稳定 
的 , 它 有 惟一 的 地 方 病 平衡 解 ， 

证 明 ”模型 (6,4, 1) 平衡 解 的 存在 性 与 积分 方程 (6,4, 人 7D 平衡 解 的 存在 性 
等 价 ,进而 又 与 方程 (6.4.10) 正解 的 存在 性 等 价 ,前 面 的 分 析 已 经 证 明 了 平衡 
解 的 存在 性 的 结果 ,下 面 证 明 无 病 平衡 解 的 全 局 稳定 性 ， 

(6.4.1) 解 的 表达 式 (6,4,3) 看 出 ,其 解 的 性 态 完全 由 积分 方程 6.4.4) 
的 解 Gla t) 确定 , 当 0<t 扫 和 时 ,由 解 对 初始 值 的 连续 性 得 知 ,当初 值 充分 小 
时 , 即 可 保证 解 充分 小 , St > A 时 ,G(s ,t) 满足 的 方程 为 (6,4.8), 由 于 
(6.4.8) 中 的 第 一 个 积分 满足 
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fiera o Mdr = J ile, de < pala), 


6.4.8) 可 以 得 到 Cet) 20,8 
Gla) < b. GO[ [aara et o INC dat de. 
(6.4.11) 


& w(t) = ff ala’ Gla’ - e = 0) MO da'de 则 由 6.4.10 得 


eG) <[ Pala Opala - ou = 0) IN dade. 

于 是 , 当 R < 工时 可 以 得 到 
a(t) SR: max, wr). (6.4.12) 

AESH- E elt USO EE TIVE w(t) 在 | nA (a + DA] 中 的 最 大 信忠 
单调 递减 趋 于 零 的 , 故 (6.4 ,1) 的 无 病 平衡 解 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 

4R, >it ida‘ = max Alasce). (6.4.0) 的 无 病 平 衡 解 是 稳定 的 ， 
则 对 给 定 的 正 数 。= (R — 2A? X ,有 8>0, 使 得 当 0 < ilac) < 3 时， 
对 一 切 t 之 0 有 


Ox i(a.c.t) X v (6.4.13) 
由 (6.4.13) 和 w(t) 的 定义 得 到 , 当 t 之 A 时 有 


w(t) = [eof ~ 0) - [ita eset = oar) 


“wlt—e) whe! 2} deda 
> (R, - AAT €) min wlr) 
phere 


- El min wlr). 


由 这 一 不 等 式 递 推 可 以 得 出 


w(t) > (8 1y minel), nA EQ D. 
325 (6.4.13) ET B. 


对 一 般 的 X(a ,a c) ,我 们 也 可 以 对 模型 (6,4,1) 定义 


Ry = EN Alasa’ cO pe (a^ — e) NCMO da de, 
得 到 当 R < 1 时 无 病 平衡 解 的 全 局 稳定 性 ， 
当 考 虚 季节 变化 对 疾病 传播 的 影响 时 ,我 们 假设 接触 率 是 上 的 周期 函数 , 选 


取 X= (a)%(a A+ p(t) pa) 满足 
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g(t+ T) = p(t), [i oleae = o, 1tep(:) 20, — (6.4.14) 


BIA Hast) = ita se de ,再 利用 变换 ula ,t) = j (a Ops (a), 可 以 得 
到 a (a ,tb 满足 的 方程 为 


$4 SE =- Hau + (1 7 A G0 + egt) la pe a’ ula’ da’, 
20,2) = 0， (6.4.15) 


u(a,0) = ula) = Pinta seo de7 pula). 


对 于 模型 (6,4,15) 当然 可 以 对 (1+ pa) 给 出 无 病 平衡 解 全 局 渐 近 稳定 
的 条 件 或 不 稳定 的 条 件 ,在 这 儿 更 关心 的 是 它 的 周期 解 的 存在 性 ,因为 当 8。=0 
时 ,(6.4.15) 就 是 一 个 自治 系统 E BE 6.4 148 H4 R, > 1 时 (6.4.15) 有 一 个 
全 局 渐 近 稳定 的 地 方 病 平 衡 解 , 当 。 天 0 时 ,(6.4.15) 不 会 再 有 地 方 病 平衡 解 ， 
但 很 有 可 能 产生 地 方 病 周期 解 ,起 码 在 | el 充分 小 时 可 以 实现 ,下 面 的 定理 证 
实 了 这 一 猜测 ， 

5E356,4,300.— XR, >1 则 有 与 >0, 使 得 当 | el< g Bf, (6.4.15) A 
VA T 为 周期 的 周期 解 , 

证 明 ”定义 w(1) = [Has pe Dua s t)da RR EH n 以 得 到 
(6.4.15) 的 解 


ast) = mola = Den((- f Ota -£+ Aa =t + eX + epa) 
+ [Aa -t+ 0 repeat 
op- Ga -t4 Aa cte) ep Dade Jas, a >t, 
wast) = fae + epl c a t aDo(t -a +2) (6.4.16) 


E - [o + (0 ele a + alt -a + zjdrjdza <. 


由 (6.4, 15) 的 解 表达 式 看 出 , 当 w(t) 是 以 工 为 周期 的 周期 函数 时 ,必定 可 以 得 
到 (6,4,15) 的 一 个 周期 解 ,下 面 我 们 就 考虑 oft) 的 周期 解 的 存在 性 St > A 
时 w(t) 满足 的 方程 为 


w(t) =f paladasa)f’ aC + sple -a + Dole -a +2) 
ræ- oo + AME) + eple -a + e(t -a + de cda. 
(6.4.17) 
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为 了 确定 (6.4.17) 周期 解 的 存在 性 ,定义 函数 空间 
Xp = (f(t) | f(x) BR, fle) 0, FREE+T) = fle}. 
对 任意 w(t) € X, EX R XX, > X, MBH: 


H(e,w(t)) = [io coa coa co tep(t -a 4 x))o(t- a tx) 


ov( - fe) + N+ ope -a Dat -a + Tide) )deda ~ at). 


BFR >05 230M, 6.4.1) 有 惟一 全 局 稳定 的 地 方 病 平衡 解 
ua t) = us (a ), 将 其 代入 到 oft) 的 表达 式 中 便 可 得 到 (6.4.17) 的 常数 解 


w(t) = ot = fala) pu (anu (adda (7) = o BERE S e EGG a 1T) 
的 周期 解 ,于 是 HO, a) = 0 为 了 得 到 算 子 方程 H( s, w(t)) EX, 中 的 解 R 


mauga a HO 是 一 个 Xy ax, game P B Ore 有 界 的 过 
BE MER of) € Xr， 
PHO ae) 


z(t) 2 pe GG A Gs -a +t 2) 
. ew[- [oto * A Code dxda 
- osf be (lo alaen -| oo a Co dr) 


+ [alee - a + rdrdrda - «t2. 
BT 
oz a Ges (- (0) * ài(Do2)88) P CO s G - a + r)drdx 


= oz[acst -a+ Of aCer{- l'un + A ()02)d8 ) dard 


= [tos cas Deal- loc» + A((8)05 0 Jan COdr, 
我 们 得 到 
0) = [P pa laal a oef [ (G2) hn)dr) 


(UA -u(r))z(t -a + z)dxda - z(t). (6.4.18) 


PHO!) (c M f ee) RP PI gx, 


由 (6,4.18) 容 易 看 出 ， | 
到 x, 的 有 界线 性 算 子 ， 
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apa Oee) 的 道 算 子 ,对 任意 h(t) € Xp ,将 其 展开 为 Fourier 级 数 


h(t) = PEE ii), 
其 中 


_ 1g? 2kzit 
hy = 于 | ^COow( T ja. 


HO, wi) 


* 


方程 


z(t) = A(t) (6.4.19) 


的 解 也 可 以 展开 为 Fourier 级 数 e) = S3 nep ZE) .将 区 日 的 这 一 


Fourier 展 开 式 代入 方程 65.4.19) 中 ,比较 (5.4， 19) 两 边 exp{- Zkrit T) 的 系数 得 
zalai) S h k=0, 41, 42,6, (6.4.20) 
其 中 
"E Jie cons cofaiGoes[- [o9 tatovi ar) 


-ü- ua (x) exp Prila eda. 


BT Os uc (a) 1,H 350 « a « A BP uola) 00,8 wf 所 满足 的 方程 得 
Lo i fere GR GO A e|- fr + a CO dr Jdeda <1. 
(6.4.21) 

(6.4.21) 表明 :对 任意 的 kK, 有 | y 1< 1,864.20) SEU B ay = Les 
X 由 Riemann-Lebesgue © E 40 lim y = 二 0, 故 有 正常 数 Q, 使 得 对 一 切 k 有 

la lSQIh l, k=0,+1,+2,., (6.4.22) 

所 以 = Ing xq X th, VP AM | z, 1? Wat, 由 Riesz-Ficher XE En , 


a(t) = > ;exp( RE } 定 义 了 一 个 平方 可 积 函数 ,又 由 aco 满足 的 方程 


(6.4. 19) 知道 z(t) 是 连续 函数 , 即 z(t) € Xyr , 另 一 方面 ,由 (6.4.18) 和 
(6.4.19) 得 

Feo < HACOM + Teo la-@.), 
其 中 ， 


$64 ”具有 年 龄 和 病程 结构 的 传染 病 模型 + 387 > 


Q = [i pao a Dualo- [Gr + A yo: dr )dzda. 
所 以 有 
Ie ls. (6.4.23) 


7738 (6.4.19) 的 可 解 性 和 (6.4.23) 表 明 是 有 界 的 逆 算 子 , 故 由 隐 函 


数 定理 得 ,有 日 >0, 当 | el gh ABR a(t) E Xr EEH e q GD— 
0, BUH (6.4.15) 对 充分 小 的 。* 有 工 周期 解 ， 

由 于 具有 年 龄 和 病程 结构 的 传染 病 模型 的 复杂 性 ,还 有 许多 工作 有 待 完善 
例如 非 线 性 模型 的 研究 ,周期 解 的 稳定 性 等 ， 


6.4.8 ”模型 的 离散 化 与 数值 解 


这 一 部 分 给 出 一 个 一 般 模型 求解 的 数值 方法 ,并 证 明 其 收敛 性 ,考虑 总 人 口 
的 年 龄 密度 函数 为 P(a ,t) 的 非 线 性 非 自治 的 具有 年 龄 结构 和 病程 结构 的 SB 
模型 


IHO, w) 
Jw 


Si edi eS la) + addi, 
oon) Glas), (6.4.24) 
i(a,c,0) = is (a.c), 
i(a,a,t) = 0, 

其 中 


Gla,t) = (2.0 ise. nu) 
-falasa ,et PO IG EG es tdeda’, 
1G) = f° [iasestddeda, 


PG) = [^ pa (da. 


由 于 无 垂直 传染 ,任何 病人 的 病程 总 是 小 于 他 的 年 龄 , 故 (6.4,24) 的 求解 是 在 0 
所 eca 扫 A 上 进行 的 ,为 了 分 析 和 叙述 方便 RIREO S <a Liki 
论 ,+ 在 任何 一 个 有 限 区 间 的 讨论 完全 类似 ， 
模型 (5 ,4,24) 沿 着 特征 线 求解 得 
ie te, 
G(a — c,t - ON(a)/N(a - c), Dc. 
我 们 将 利用 (6 .4.25) 来 构造 出 模型 (6 ,4.24) 的 近似 选 代 序 列 ,并 证 明 该 序列 的 


(6.4.25) 
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WBE 

选 代 序列 的 构造 

对 比较 大 的 自然 数 m ,将 [0,A] 区 间 m 等 分 ， 
WA SAR ila ct) 在 正方 形 网 格 点 a = 


m 


i.e = kA tt = 1 (SI X m OX k«j, 
a 1 之 只 处 的 近似 值 .在 a - ce 平 面 上 的 网 格 点 如 图 
6.6 所 示 , 记 pl 为 总 人 口 密度 函数 p(a t) YE a = 
jA,.t 1A, 点 的 近似 值 , 即 Pi ep Ga, 1A). d 
为 患者 的 年 龄 和 病程 密度 函数 ilac t) YE a =j4,.c=kA, t= 14, 点 的 拟 
TAS Bi, m GA, LEA, 1A, ) ,下 面 我 们 就 给 出 Rug 的 递 推 公式 ， 

模型 (6.4,24) 选 代 序 列 的 初始 值 为 
ija dy GA, , kA), i<j<m,0<k <j, 
PY = GA. j294.2,,m-1. (6.4.26) 
W s = MGAJ/M(G - DA, ga = NGANG - DA Sj = 52,7, 


m-1, EK M(a) = exo - f roar), Ma) = ef- f en + yc». 


当 1 之 1 时 ,关于 p (a ,t) 的 选 代 序列 为 
B= saba j=1,2, m1, 


图 5.56 ae 平面 上 的 网 格 点 


m 
P= Opas, d-U52e (6.4.27) 


po = 3 ioa. ba P. pl. 
利用 右 端 点 矩形 公 x 式 计算 定 积分 ， 利用 右上 角 的 柱 体 公 式 计算 重 积分 , 则 基于 
i(a ,c,t) 的 选 代 序 列 为 
站 12 


= AU AW, L9 M2. (6.4.28) 
Af 
io = (5 iA.) PO Why Ay Bn Prides 


1<; <m, 1 = 1,2, 
(6.4.26) ~ (6.4.28) 构成 了 模型 (5.4.24) KREIRAJ E (64.26) 的 
第 一 式 和 (6.4.27) 是 总 人 口 年 龄 分 布 的 选 代 序列 , 它 是 收 化 的 ， 
选 代 序 列 的 收敛 性 . 
4A, 一 0 时 ,pl > pGA, 1A) PERERA ARS REL, > 


$64 ”具有 年 龄 和 病程 结构 的 传染 病 模型 + 389+ 


i GA, skâns lAn). 

为 了 说 明 选 代 序列 的 合理 性 ,需要 先 证 明 i 的 非 负 性 ,这 又 与 s, 的 有 界 
性 有 关 ， 

ea! 对 任意 BRA L SOS <i mitt, <j X m0 
k <j) 是 有 界 序列 ， 

证 明 nd, WER, <i. BT p 是 有 界 的 ,不 妨 记 1 p I< 
Pi ,由 (6.4,28) 的 第 一 式 得 14 11 quaa SI a | ,由 此 递 推 得 ,或 
Lam ye iis BEL ty SI hy 1 ,由 (6.4,28) 的 最 后 一 式 得 

Lijo |S pof" EX Lijer l An S pP Au. 
mat FL 


LOS EPIB 242, l ija | AS 


X pip AUS + BIBT, ae LAT 
< pig Ais + pig AA, 
BISAT i Bae lt S I ihe lt DD fae 1%, 
< pip’ ig ATU + pr] AA, + pib” AA, (1+ p78" AAO] 
< pip’ ig UL + pip AM, Y. 
利用 数学 归纳 法 可 以 得 到 , 当 0 eL eom 时， 
Lio I< pig’ ig ATL + pip" AA, )! 


< pip’ d A'exp(p;B' A”). (6.4.29) 
AA (6.4.29) 可 得 对 所 有 0< 扫 1 扫 lm,1I 扫 j <m,1skE<j 有 
LE, ISU + pig A*exp( pip’ AD) eio. (6.4.30) 


(6.4.30) 即 表明 序列 dL, BARE. 
8G 4.299 3E grs SP ALU m) 当 A 充分 小 时 成 立 , 则 对 


任意 自然 数 1 Ai. SOUS] <m). 
证 明 ”由 (6.4.28) 08 — 8 , ila = gaia SOULS X ml 


m-1 hcl 


<A) TAG) = $5 9 BGA, AA, RA, A, Pry Li GAL ,由 (6.4.23) 的 最 后 
Ga 
一 式 得 HB 1«j «m8 


at 

A e NS E ^ 

7.0 = (5.2% 7 Deer teas 14, JG! 
f 
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= sa (pt. - ex- [s 1009) Sitaan) 


ii 
> sa GH po, - aua) 20. (6.4.31) 
a 
又 由 引 理 6,4.1 知 ,Gi 是 有 界 的 , 故 当 A 比较 小 时 


站 一 之 让 QQo 7 b) 7 Ditka de 7 aos 
= (p! — 94,4, )(1 - Glân) 20, (6.4.32) 
HIM -iBil,20.H plz iid, 成 立 , 设 此 结论 对 1 成 立 , 即 280, 


2 
Hp > 25u sân ML +1 
£a 


Pl-quahacmÓ 1<j<m,1<k <j. (6.4.33) 
(6.4.33) 可 以 推出 GI! 之 0, 从 而 有 


E 
ah = Ur - Shanta, ger 
gh JAn 
= s54 G Gt - Biano- fia 70)) 


> sa G (pa - 
BG 的 有 界 性 知 , 当 A 较 小 时 有 


iLaaAs )2 0. (6.4.34) 


Lou -$e 2A, = (uf - Site. Ja - Ga) z 0. (6.4.35) 


Pi 


(6.4,34) 80(6.4.35) UL 98 it) 20, B t > zr BA, .所 以 由 归纳 法 得 到 引 理 
6.4.2 的 结论 成 立 ， “ 

eM 6.4.4) (6.4.24) 的 基本 假设 和 引 理 6.4.2 的 条 件 成 立 ， 
则 对 任意 T > 0 有 常数 CHAN 1j <m0<k <j ISISTÄ 

i 7 EGAn RA, AL) IS CQ 

证 明 ”由 于 工 是 给 定 的 , 故 必 有 1, 使 得 lms, > T. 513 6.4.1504 

Oscl«l,mH d, AFRA | ia ip ARS 
ví, = ia -ÓIGAQ REAL IA). L2 0,52, os lom, (6.4.36) 

则 显然 有 
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H1i<j<mO0<Kk <j O<1 AH (6.4.28) 递 推 得 
; t (G2 Guts RL, 
Va = ink 
-1 9j-2° dj) > k«t. 
由 于 0< 9 所 1 工 故 有 
bul, b= 0, Ixk«)j, 
foe ISI ota ts kel k«&j. (6.4.37) 
(6.4.37) EH, fa 的 大 小 完全 由 da 的 大 小 控制 , 由 定义 


vo = 的 一 ZSAM) 
DD BGA, hA, RA, A, PL AAT, 


iik 


- (Gan dA - P iGA, eA, dc) 


jq J BGA, ase tA. PAL) TUA, iG ,es Ap )deda’. 


o 
(6.4.38) 
FU (6.4.38) 对 | oly | 进行 估计 得 
Laa LE iA | pl = PUB dd) | 
S An. 
+ [Sian - [^ i0, et oic ] 
maaa 
+ pi[B DT) lh AL 
h-2k-] 
+ EE DDS) | BUA, AA, RA, IA, Pi, 1) 
— BGA, RA, RA SUA PUA ), FCA, D) | 
+B SDD GA, kA, AS) — OR o& AS) LAT, 
ti 252, | BUA, hA, EA, A, PUA,), UA.) 
— BUA, $h oly PUA) LEAL) 中 (6.4.39) 


HP EAEE- S ShA ok 一 DD << EA, 的 实数 ， 
利用 pf(a ,t),i(a ,ce,t) RBM B 的 Lipschitz 性 质 , 适 当 处 理 常 数 以 后 由 
(6.4.39) 可 以 推出 
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acl m-l k-i 
thy = GA, taS | tha |e tes, yt v. LAY 
k=2 k=l 
+ e(l P 一 PUA,) 1+] E ~ IA) 1. 
LR- Usna) | 
-Ea -S itases ta, )dcda| 
h=2 帮工 9 
<| GL — HOA, kD, ASA] 
* 3 LEICA, EA, AL) 7 EC om AL) AT, 
wal 
si ti, AL + cA, 
AA KOF (6.4.41) 的 方法 可 得 


| P, — PUA,) I e A, 
EE SURE BUE AA (6.4. A) BO. 4. 2» 可 得 


-1 A-I 


2 
ERETTA 225 E lAn + G2 lu, LAT. 
E = 


£1 
AL (6.4.43) 得 ,对 所 有 i$j Xm 
lore ISA, 
| 3s IRA, + Ces + 65404.) 
lofo IAS (eo + GAA, )- 
由 此 猜想 
lube ISA, 1 + Ceo  c5A)4,)*'. 
当 1 =1+1 时 ,补充 定义 d, = 00 <0) 8B(6.4.43) 得 


peje 
Lv Se A, + CÂ CI thao ttt vo PE E VIS D 


m 
me 
4A DOCE Oho FEL vibe Eon ed oye 
£e 
m 


xA, erAncrdn 2,0 + (cz + 65A)A,D* 


mod il 


+AA, "24240 + (ca + 64)4,)* 


EE 


1 


eA Ce + GAA. 
由 归纳 法 得 (6.4.44) 对 所 有 1 为 真 .利用 入 ,由 (6.4.45) 得 


D 


(6.4.40) 


(6.4.41) 


(6.4.42) 


(6.4.43) 


(6.4.44) 


aA [1G oA) 2,0 + Gi + &,A)4,X] 


(6.5.45) 
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ar 
EAEN (lt (etoA) Ea) 


_ aA (1 VC CAA retentis 
Xe, A, expl ACc; + 06A)) S CA, 
定理 6.4.4 证 毕 
这 一 章 介 绍 了 具有 年 龄 结构 的 传染 病 模 型 的 研究 工作 的 一 些 基本 内 容 ,在 
建立 模型 ,模型 的 适 定性 ,模型 的 渐 近 性 态 分 析 ,模型 的 数值 解 ,模型 的 应 用 方面 
LARE RIPARATI ,这 些 研究 工作 更 具有 挑战 性 ,希望 本 章 的 内 容 
使 读者 对 这 方面 的 研究 工作 有 所 了 解 和 有 兴趣 从 事 这 方面 的 研究 工作 ， 
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